
' ' f; • MATHEMATICS 
E * 3 c L,BRARY 

CONSTRUCTION DE M0DEL1S DE SURFACES APPLICABLES 

SUR LE 

PARABOLOIDE DE REVOLUTION 

DEFINIES PAR M. G. DARBOUX ; 

Par E. ESTANAVE. 

M . G. Darbouxa fait connaitre recemment (*) deux surfaces ap-

•plicables sur le paraboloi'de de revolution qui a pour equation 

Les formules qui definissent ces deux surfaces sont les sui-

vantes : 

x =£a—-> 

(S) < y = —• lavl w2-F -r- -t-H- a2 V 

a? = — i au\ 

i c3 
3' 

*' = — ^(^2+ ^2)2 + (a2—l)(p2__ W2)_ I(r_a4). 

(*) Camptes rendus de I'Academie des Sciences, t. GXL, i3 mars igo5, p. 697. 
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Ges formules se pretent tres bien a Petude de ces surfaces qui 

sont l'une et l'autre nnicursales. 

C o m m e Pa indique M . G. Darboux, elles ne different pas essen-

tiellement an point de vue algebrique. O n passe, en effet, de la 

surface £ a la surface 2' en remplacant 

a, u, v, x, y, z. 

respectivement par 

ia, iv, iu, y, x, — 3, 

Les sections planes de ces surfaces sont representees par des 

courbes du quatrieme ordre ayant les memes directions asympto-

tiques et par consequent les surfaces sont clu douzieme ordre. 

Elles sont de dixieme classe. 

Sur Tinvitation de M . G. Darboux, je m e suis propose de 

construire des modeles representant ces surfaces. 

Le procede que j'ai adopte consiste a determiner des sections 

planes de la surface consideree; a dessiner? le plus exactement 

possible, ces courbes sur du papier caique. O n rapporte ensuite 

sur des feuilles de metal, et 1'on obtient ainsi par decoupage des 

sections rigides. O n assemble en leur place ces diverses sections 

et on les maintient par un point de soudure. O n obtient ainsi la 

carcasse metallique du modele. 11 n'y a plus qu'a recouvrir cette 

ossature de plalre en suivant exactement les contours des diverses 

sections. O n polit au besoin au papier de verre, afin de faire dis-

paraitre les bavures de platre qui se sont produites. 

Ce procede a l'inconvenient de necessiter une charpente metal­

lique pour cliaque modele. J'ai prefere obtenir par un moulage 

des surfaces qui ne contiennent pas a leur interieur cette carcasse. 

Celle-ci peut alors servir a montrer les diverses sections que l'esprit 

aurait quelquefois de la peine a imaginer en raison de leur com­

plication, Toutefois, lorsquele modele etait fragile, comme Petait 

celui representant les surfaces (S;), il peut etre avantageux de 

laisser 1'ossature a Finterieur. 

Je vais indiquer ci-dessous les resultats des principaux calculs 

qui m'ont servi a determiner les diverses sections de ces surfaces, 

ainsi que la forme de ces sections. O n trouvera aussi la repro­

duction photographique des modeles qui ont cte construits. 
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Considerons la surface (2) definie par les equations 

x = \a~-> 

y --- — 2«phi2+ y 4-H- a2j , 

Afin d'etudier plus facilement cette surface, remplacons dans 

Les equations precedentes u, v par usji -+- a2, py i -f- a2 et prenons 

de nouvelles coordonnees 5?', j)/, 3' liees aux anciennes par les 

relations 

a? = ^(n-a2)la7' 

1 —a^ (I + a2)2 

les coordonnees des points de la surface deviennent 

x' = w3, 

^r^(W2+p2H_I)2_ 4^2. 

Enfin, en posant 

Ton a pour I'expression des coordonnees les points de la surface en 

fonetion de deux parametres t et ji-

JK ^[j32__(^_I)2]2(^2_1_^_Hr_ (32) 

Gherchons maintenances sections par les plans de coordonnees 

et indiquons tout d'abord les formes generates de ces sections. 

Nous determinerons ensuile le maximum de certaines coordonnees, 

ainsi que les points remarquables de ces sections. 
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i° Section par le plan des xzK — II faut que ̂  = o. Prenons 

P» = (!-*)», 

les equations de la section en fonction du parametre t seront 

3 
XT=±{lt — l)2, 
z =4(* — i)2-

La coarbe est svmetrique par rapport a Oz, il suffit de con-

struire la portion relative aux valeurs positives de x. 

Le Tableau suivant resume la variation de x el de z lorsque t 

varie de - a —• Le deuxieme Tableau a droite indique les 
2 2 l 

coordonnees de divers points de la section a de la figure i; il 
suffit de multiplier ces nombres abstraits par une unite de longueur 

choisie pour avoir les valeurs des coordonnees a l'echelle adoptee. 

fig- i, a 
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Dans les modeles construits au laboratoire de Geometrie 

superienre de la Sorbonne, Tunite de longueur adoptee est 

de 32mra. 

J'ai limite la surface au plan z — 3. Les sections, par des plans 

de cote plus elevee, ont une forme qui s'eloigne peu de celle par le 

plan z = 3 . 

Nous n'avons pas considere le facteur [32= t2-\-1 + 1 pour 

lequely = o; il correspond a une courbe isolee. 

20 Section par le plan des yz. — Pour que x = 0, il faut que 
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P 2 = t2] les equations de la section sont alors 

z = 4*2, 

t doit etre plus grand que - pour que jy soit reel. 

Les Tableaux suivants indiquent les variations de y et z et les 

coordonnees de divers points de la figure 1,(3: 

£ 

y 

i i 

* y/2 

» ( ^ y 
(/3-

•3. 
•2 

-)*(£±.) 

^ I, P 

y 

£ 

A 

0 

I 

H 

1,096 

2 

D 

1,60 

3 

O n n7a, c o m m e je l'ai fait deja remarquer, a construire qu'une 

portion de ces sections, en raison des symetries. Si Ton cberche le 

plan tangent a la surface le long de cette section, on voit qu'il se 

confond avec le plan des xz; cette ligne est une ligne de rebrousse-

ment sur la surface. 

Dans Fassemblage des sections, cette courbe -((3) sera dans un 

plan perpendiculaire a. celui de la courbe (a), les points A etant 

en coincidence. 

SECTIONS. IIORIZONTALES. 

i° Section par le plan des xy. — O n obtient z = o en faisant 

(3 — o. Les equations de la courbe sont 

a?=±:*3, y = \J — (t —i)2(*2 + t H- 1) 

qui donnent seulement deux points reels 

y = o, x — ± 1 

correspondant a t = 1. 



Section par le plan z •= -• — II faut prendre (3 = - , les equa 

lions dc la section sont 

* = " • - « ! 

^ ( - * - i i v a - ) ( ' - j ) 

D'ou les Tableaux de variations : 

y 

5 

I 
2/2 

3 
(i5)* 
64 

3 
(24)* 
04 

• % • 

^'- ii T M P N 

o,353 0,903 i,838 

o 0,734 ° 

Section par le plan z = 1. —-' Pienons (3 = -• On a pour equa­

tions de la section 

#=- V 
4/ ' 

. - 0 ( 1 - " . 

£ doit varier entre - et -• Ces limites ont ete deterininees par la 

2 2 l 
condition que les trinomes t 2 — - et ( t — r)(~ — H soient 
positifs. 

Le Tableau suivant resume la variation : 
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fig- h 5 
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0 1,37 1,54 0 

Le point F correspond a I'ordonnee maximum, elle a ete deter-

minee comme je l'indique ci-apres. 

Section par le plan z =.3. — Dans ce cas, (32~ - et les equa­

tions de la section sont 

r = [t + O V £ — m - > + . . . 

Pour que .# et y soient reels, t doit varier entre — et — — — • 

Le Tableau des variations est, dans ce cas : 

2 
•y/3 2 + /3 

(i + s^f 
(l + /3)"2 
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fi&- h X D K G 

o i, 17 4,5o 

y 

Les autres parties s'obtiennent, comme pour les autres sections, 

par symetrie. 

Gherchons le maximum de Tordonnee des di verses sections 

horizontaJes. Les coordonnees d'un point d'une section par le' 

plan z •== z sont 

on a 

*=(',-f)"* 

r = [f-(«-ot]*(** 

_ 3 z ( ̂  — f — -\ 

-k*' + i- 47' 

tf 
-(*-!)» 

Les valeurs de £ qui annulentjK' sont 

i±i/i + ^ 
^ =0, t == 

£ = o ne pent convenir, car x et jk ne sont pas reels. 

Une seule des deux autres valeurs de £, celle correspondant a 

la determination -f-, convient. Les abscisses qui correspondent a 

cette valeur de t sont 

•/ I + 1/I + -3 
^ - 4 = ^ 

d'apres l'equation qui definit t. 

La valeur dey correspondant au maximum sera 

y • s ( a + / I T l ) y / ^ ^ . 

E. 
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En donnant a z les valeurs-> i, 3, on a les valeurs du maxi-
4 

mum de l'ordonnee des sections horizontales 

z = -•> z — i, z = 3, 

ainsi que les valeurs de x qui correspondent. 

La figure 2 donne une vue perspective de ce modele. 

S o m m e t du parabohide. — Nous avons dit que la surface (£) 

etait applicable sur le paraboloi'cle qui a pour equation 

Cherchons le point sur la surface qui correspond au sommet 

du paraboloi'de, dans I'applicalion des deux surfaces I'une sur 

l'autre. 

L'element lineaire de la surface, comme Findique M. G. Dar-

boux dans le Memoire deja cite, a la forme 

(i) ^2.= a4^+JL^Ha-H2(H— i)dU2 
N •' H — i 

ou les quantites H el U out pour valeurs 

(z#-hP2+a*—i)2+4e* 
II •= i + — — — > 

a a1 
U = icfiv -+- 2a2 arc tang—- • 

& w24- c2-f- a 2 — i 
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L'element lineaire du paraboloide est de Ja forme 

d&= y(r)dr*+r*dQ* 

en coordonnees semi-polaires. 
Pour le sommet du paraboloide r = o, done le point de la sur­

face (S) qui correspond an sommet du paraboloide sera tel que le 
coefficient de dV2 dans la formule (i) soit mil. II faut pour cela 
H = i, e'est-a-dire 

v = o, u2 — i — a'2. 

D'autre part, on a multiplie x et y par %~(i •-+- «2)2 et z seule-

(l-ha2)2 ĵ  t, . « 1 1 / 
ment par Pour que Ion retro live une surface nomotne-
tique il faut que 

(,+«')»= ^ (l+g>)-i d.ofl o1=q 

Les parametres correspondant an sommet sont par suite 

* 46 
5o 

d'oii 
u2 +- i __ ioi R _ 9 
2 I 10 " J JO 

Par suite les coordonnees du point de la surface (2) qui corres­
pond au sommet du paraboloide sont 

x=z(h>) =o'76' ^ = °> 3 = (^) =:o'026' 

ce point est represente en S sur la figure I, a. 
il j a un point S place sur chaque mamelon de la surface; 

chacun correspond a un paraboloide. Le paraboloide qui est ap­
plicable a pour equation 

^2 + /2 = 4(i+ «2) ' 

ou, en remplacant a2 par sa valeur, 

tx2-^y2=,Y^z. 
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Les paralleles da paraboloi'de se transforment en cercles geode-
siques de la surface (2). Ces courbes sont faciles a tracer mecani-
quement, il suffit.de prendre un fil inextensible fixe par Time des 
extremites au point S et de le faire glisser sur la surface en le 
maintenant tendu, I'autre extremite decrira la transformer du 
parallele. 

Une deuxieme surface applicable sur le paraboloi'de indiquee 
par M . G. Darbouxest celle qui a pour coordonnees 

'Y«>2-

(S') { ^ = 4 « y 

^__ I(M2+(,2)2+(a2_T)(<,2_ u-l)__ l °L. a<l. 

Corarae l'indique M. G. Darboux ('), cette surface reelle est 
applicable sur une partie imaginaire du paraboloi'de, celle dont 
les points se projettent sur l'axe a gauche da plan directeur. 

Ces surfaces sont bien applicables sur le paraboloi'de reel, mais 
elles correspondent a une region entierement imaginaire, dont 
toutefois J'element lineaire est reste entierement reel. 

Pour etudier plus facilernent ces surfaces, remplacons u et r 

respectivement par u\J\ — tf2, v\J\ — a2 et prenons de nouvelles 
coordonnees x1, y', z' liees aux anciennes par les relations 

i a £ 

!_a4 (r_a2)2 

Les equations de la surface deviennent 

x'= -(Bp2+^2—3), 
i 

,Z' =z ( M2 +_ v%y _ 2 M2 + a p2+ i = (M2 + V2 __. !)2_i_ /{ ^2. 

(1) Bulletin des Sciences matheniatiques, 2° serie, t. XXIX, ayril 1905. 

http://suffit.de
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Si enfin Ton pose 

j __ M2 _ (,2 = ^ ft _+_ p2 = p2? 

on a I'expression des coordonnees des points de la surface en 

fonction de deux parametres t et p. C'est a cette forme que nous 

nous arreterons : 

# = [(* —i)* — p2]2(^H_^ + I—pa), 

.T =(£»-*«)* 

Ces expressions montrent que la surface est symetrique par 

rapport au plan de xz et deyz. Nous tiendrons compte de cette 

symetrie dans la construction des sections horizon tales. Nous de-

terminerons seulement le quart de la section. Procedons c o m m e 

pour la surface que nous avons deja etudiee et construisons les 

sections par les plans de coordonnees. 

Section par le plan des xz. — On doit avoir y = o, done 

fl2=z t2', les equations de la section sont 

x == (t -+- i)/i — 2£, 

z = 4*2-

t doit varier de —oo a - pour que x soit reel. Les Tableaux sui-

vants indiquent les variations de x et de z : 

fig. 3, a 
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J'ai Jimite la variation de z a z = 6. Les sections horizontals 



de cote superieure ont une forme generate analogue a celle par le 

plan z — 6. 

La consideration des derivees %'. z' et du rapport 

X> O I 
x 3 

permet de determiner les variations des coordonnees ainsi que 

la tangente aux divers points de la courbe. Bien qu'il en ait ete 

tenu compte dans la construction des sections, je ne les ai pas 

introduces dans les Tableaux qui ne contiennent que des resul-

tats» 

Section par le plan des yz. — Pour x = o, ily a deux facteurs 

qui conviennent 

P» = .(« — [)« et £* = **+*-pi. 

Nous avons comme sections 

y = (l — 202 

z = 4(^ —i)2 
et / = (* + 0Y, 

z = 402-w-w). 

Rn tenant compte des domaines 011 £doit varier pour quey soit 

reel, nous avons, pour une moitie de la courbe, les Tableaux de 

variations : 

y 

2 V 2 

o i (1/6— 1 

1 4 

fig- 3, p 

7 

D E F 

o 1 1,73 

1 4 6 

correspondant a 

P»=(*-i)« 
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et 

J — - o — fig- 3, 
2 '2 

y 

z 

0 

4 

(0* • ( ^ ) f 

3 4 6 

y 

B F' E G 

o o,353 i i,58 

4 3 4 6 

correspondant a 

^ = & -t- * + 1. 

Le coefficient angulaire des tangentes est donne par 

8 (t-i) z 
7 3 }/l~Tt 

pour la premiere courbe et par 

7 ~̂ 3 y/TTT 

pour la seconde; Jes deux courbes sont tangentes au point z 
y = 1 en D et B; elles ont un point de rebroussement. 

= 4, 

SECTIONS HORIZONTALES. 

Section par le plan z = o. — On a (3 = o et les equations de 
la section sont 

x = ± ( f —i)('*»-i-*4-i), 

^ = (-*»)»; 

elles donnent deux points reels correspondant a .t = o et dont les 
coordonnees sont 

y=o. 
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Section parte plan z = i. — Dans ce cas (32 = - et les equs 

tions de la section sont 

- ( ^ H ) * / * 
x = (. **-+-*+ _ j 4/^2—2 «•+- 7, 

a 
r = * , - - « « 

/ doit varier entre — - et - pour que x ely soient reels. 

Nous obtenons le Tableau de variations de coordonnees : 

D PJ M 

o 0.12 «> 

L'etude de la variation se complete par la consideration des 

y' 
derivees x\ y1 et du rapport*^ qui donne le coefficient angulaire 
des tangentes aux divers points. Ce coefficient angulaire est donne 

un peu plus loin. 

Section par le plan z = 3. — Alors on a (32 = -« 

Les valeurs de x et de y sont 

•=(<+;)\A-*«+~ 

et 1 

' - ( ! - ) ' • 

Pour que ̂ r e t / soient reels, il faut que t varie entre 

V/3 

•3 
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P'ou.les Tableaux de variations 

t 

X • 

V/3 
2 

^ 7 - 7 1 ( 1 ^ 7 

1 
2 

o 
I 
8 

, & 
2 

0 

y 
i 3|/3 

££L (/3-r)2 
2/2 o-

^ . 3, 8 

2̂? 

r 

P 

0,2l5 

0 

F 

0 

o,35 

Q 

O, 125 

o,65 

R 

0 

o,6i4 

Section par le plan z = -• — Dans ce cas, fi2= ̂  et par suite 

W ' -
it-

y=-

V 1 1/7 
entre *-4= et 1 l̂l,. Les Tableaux de variations sont : 

Pour que x-ety soient reels, il est necessaire que £soit compris 

'X 
2 \/_2 2 s/l 

1-1-/2 I — v/2 

2/2 i /a 2 ̂ 2 2/2 

37 

7 

(4-Vi4)t/2-tVi4 _ „ 1 
4y2 16/2 

• C - T * ) ' ( * ¥ ) * (if ( v 1 - ) ! 
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fig. 3, X S T U V X 

0,1 '2 O O 0,044 O , 

y o o,o53 0,78 0,809 u,8o3 

Section par le plan z = 4- — Alors fl2= 1 et les equations de 

la section sont 

X = f(l+ t)\/t(t — >2), 
3 

J = ± (I— ̂ 2)¥. 

Pour que x et y soient reels, il faut que t varie entre — 1 et o. 

Le Tableau des variations est dans ce cas : 

Section par le plan z = 6. — Alors [32= r-

Les coordonnees d'un point quelconque de la section sont 

y 

&—It-

Pour que x et y soient reels, il faut que t varie entre — ~ •3 

et i 
- v 4 

C ? w ' ° > '« t/BW RV 
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Le Tableau des variations est le suivant : 

t 

00 

V I -

('-i/!)\AVl 3 r 

-t/i 

O 

y 

fig. 3, tz C I F 

-o,4i —0,79 ° 

y o 0,353 1,7-3 

Dans les Tableaux de variations ci-dessus, ne figurent pas les 

valeurs des derivees de x y y , bien que nous en avons tenu compte 

dans la construction des sections. Afin de ne pas merepelera pro-

pos de chaque section horizontale, j'ai calcule ces derivees en lais-

sant z indetermine, et j'ai ensuite, pour chaque section, donne 

a z la valeur correspondante. 

Les coordonnees d'un point d'une section horizontale z .= z sont 

x = (& 

y = 

+ < + !• 
w -

•It -t-1 — 

O n trotive 

31 [ t* — t — -

^ 

y=-'u 
•2t-hl-

( J -
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y sera maximum ou minimum pour les valeurs de I 

v/3 
t=:0, t—±. 

2 

lorsque ces valeurs seront comprises dans l'intervalle ou / doit 

varier pour que x et y soient reels. Sous les memes restrictions 

relatives a t, x sera maximum ou minimum pour 

t = o et t = -

Le coefficient angulaire de la tangente en un point d'une section 

horizon tale est 

x' z 

Le lieu des points A, N, Q, V, E {fig* 3, a, y, S, X, jji) est une 

courbe de rebroussement; nous allons chercher sa projection ou 

le plan des xz pour comparer I'abscisse de ces divers, points corres-

pondant a une m e m e valenr de z a I'abscisse des points de la courbe 

passant par les points A, M , P, S, O (fig. 3, ol% y, §, X, a); Tequa-

tion de la courbe passant par les points A, M , P, S, O est 

X-v/TTTi (.-£); 

l'equation de la projection snr le plan des xz de la courbe passant 

par A, N, Q, ... est 

- ( - * ) * • 

Montrons que la differencê  X — x est positive, z variant de o 

a 4; pour \/z — h, on a 

X-
• - ( • - * ) M - K ) ' ( - ^ 

le fait que i — f- est > o monlre que le crochet est aussi positif; 
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on a, en effet, en elevant an carre : 

h* to 

Done l'arete de rebroussement lieu des points A, M, P, S, O, ... 

fait sail lie par rapport a la ligne de rebroussement lieu des points 

A, N, Q, V. E. 

J'ai construct les modeles en prenant pour unite de longueur 

o2mm pour la surface S. En ce qui concerne la surface 2r, afin 

Fig. 4. 

d'avoir des modeles moins effiles et par suite moins Tragi les, j'ai 

pris pour unite" pour les coordonnees x ety 64mm et 48mm pour la 

coordonnees. Les figures 2 et 4 represcntent les modeles en platre 

conslruils a celte echelle. 

(Extrail clu Bulletin des Sciences mathem., 2e serie, t. XXIX; aoul 1906.) 
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