5 l "I'r’ g MATHEMATICS
l: o 8 c LIBRARY

GONSTRUCTION DE MODELES DE SURFACES APPLICABLES

SUR LE

PARABOLOIDE DE REVOLUTION

DEFINIES PAR M. G. DARBOUX ;

Par E. ESTANAVE.

M. G. Darboux a fait connaitre récemment (*) deux surfaces ap-
wlicables sur le paraboloide de révolution qui a pour équation

4+ yr=8a’z.

Les formules qui définissent ces deux surfaces sont les sui-
vantes :

usd
x:/;a,?,
o2
(%) y:—zav(zﬂ—i—"—s +1+a2>,
3 = é(gu?—i— 02)2 (a4 1) (02— u?) + é(t———a‘),
u?
‘ w=—2au<v?+ - +a2—1>,
3
(z") y=4a%,
z':-—%(u‘l—i— 02)2+(a2—1)(v2—u2)—é([—w).

(') Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, . CXL, 13 mars 1go5, p. 697.
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Ces formules se prétent trés bien a 1'étude de ces surfaces qui
sont 'une et ’autre unicursales.
) e . Y P,
Comme I'a indiqué M. G. Darboux, elles ne différent pas essen-
tiellement au point de vue algébrique. On passe, en effet, de la
surface ¥ a la surface ¥’ en remplacant

a,  w, v, w®, ¥y, A
respectivement par

ia, v, iu, y, x —3,

Les sections planes de ces surfaces sont représentées par des
courbes du quatriéme ordre ayant les mémes directions asympto-
tiques et par conséquent les surfaces sont du douziéme ordre.
Elles sont de dixiéme classe.

Sur linvitation de M. G. Darboux, je me suis proposé de
construire des modéles représentant ces surfaces.

Le procédé que j’ai adopté consiste a déterminer des sections
planes de la surface considérée; a dessiner, le plus exactement
possible, ces courbes sur du papier calque. On rapporte ensuite
sur des feuilles de métal, et 'on obtient ainsi par découpage des
sections rigides. On assemble en leur place ces diverses sections
et on les maintient par un point de soudure. On obtient ainsi la
carcasse métallique du modele. Il n’y a plus qu’a recouvrir cette
ossature de plalre en suivant exactement les contours des diverses
sections. On polit au besoin au papier.de verre, afin de faire dis-
paraitre les bavares de platre qui se sont produites.

Ce procédé a 'inconvénient de nécessiter une charpente métal-
lique pour chaque modele. J'ai préféré obtenir par un moulage
des surfaces qui ne contiennent pasa leur intérieur cette carcasse.
Celle-ci peut alors servir & montrer les diverses sections que Pesprit
aurait quelquefois de la peine a imaginer en raison de leur com-
plication. Toutefois, lorsque le modéle était fragile, comme 'était
celui représentant les surfaces (X'), il peut étre avantageux de
laisser ossature a 'intérieur.

Je vais indiquer ci-dessous les résultats des principaux calculs
qui m’ont servi a déterminer les diverses sections de ces surfaces,
ainsi que la forme de ces sections, On trouvera aussi la repro-
duction photographique des modeles qui ont été construits.
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Considérons la surface (¥) définic par les équations

us
x:ﬁa?,
p2
y::~—~2cw<u‘l—|— 3 +1+a2>,

1 1 .
z = ;(u2+02)2+(a2+l)(v2~— u)+ 5(1— at).

Afin d’étudier plus facilement cette surface, remplacons dans

les équations précédentes u, ¢ par uy/1+ a*, v\/ 1+ a?* et prenons
? 9
de nouvelles coordonnées z', »', 7' hiées aux anciennes par les

relations

a : 3
m=~3—(1+a2)?x'

b g
y=—g (ra)iy,

1—at  (1+a?)?

9 9 (Z’—-—I),

B —

_les coordonnées des points de la surface deviennent
2 = u3,

¥y = év(v2+3u2+3),
2 = (Ut 2 1)2— ful.
Enfin, en posant
U242 1=2¢, 02— u= @2

I’on a pour Pexpression des coordonnées les points de la surface en
fonction de deux paramétres ¢ et 3

e

7 =(2— ),
y=lB—(— e = )
5 = 432

Cherchons maintenant les sections par les plans de coordonnées
et indiquons tout d’abord les formes générales de ces sections.
Nous délerminerons ensuite le maximum de certaines coordonnées,
‘ainsi que les points remarquables de ces sections.
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1° Section par le plan des zz. — Il faut que y = o. Prenons’
(52 = ({ —1 )27
les équations de la section en fonction du paramétre ¢ seront

3
zr===(2¢t—1)2

z = 4(t—1)2.

b

La courbe est symétrique par rapport & Oz, il suffit de con-
struire la portion relative aux valeurs positives de z.
Le Tableau suivant résume la variation de x et de z lorsque ¢

. 1, 2-+3 . . o e
varie de 52 ——2—‘{— Le deuxiéme Tableau a droite indique les

coordonnées de divers points de la section o de la figure 1; il
suffit de multiplier ces nombres abstraits par une unité de longueur
choisie pour avoir les valeurs des coordonnées a I’échelle adoptée.

1 101 3 2-+/3
T ros 5 Sig. 1, a A S B E
6\ 2 3
o (%) 1 2y/2 (1+\/§)2 x o 0,76 1 2,88 4,50
2
1 <-2,> o 1 3 z 1 0,026 o 1
55

Dans les modéles construits au laboratoire de Géométrie
supérieure de la Sorbonne, I'unité de longueur adoptée est
de 32mm,

Jai limité la surface au plan z = 3. Les sections, par des plans
de cote plus élevée, ont une forme qui s’éloigne peu de celle par le
plan 5= 3. '

Nous n’avons pas considéré le facteur 2= ¢*-¢-1 pour
lequel » = o; il correspond a une courbe isolée.

2° Section par le plan des yz. — Pour que z = o, il faut que
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2= ¢2; les équations de la section sont alors
‘ 1
y==%=(2t—1)2(t+1)
3 =412,
¢ doit, étre plus grand que : pour que y soit réel.
o 2

Les Tableaux suivants indiquent les variations de y et 3 et les
coordonnées de divers points de la figure 1, § :

1 1 V3
5 E > Sfig. 1, B A H D
- 1 L
('——‘/2:”) (\/?;—I)E<~———‘/3:—2> ¥ o 1,096 1,60
1 2 3 z 1 2 3

Iy

On n’a, comme je l'ai fait déja remarquer, a construire qu’une
portion de ces sections, en raison des symétries. Si I’on cherche le
plan tangent & la surface le long de cette section, on voit qu'’il se
confond avec le plan des xz; cette ligne est une ligne de rebrousse-
ment sur la surface.

Dans P'assemblage des sections, cette courbe () sera dans un
plan perpendiculaire & celui de la courbe («), les points A étant
en coincidence.

SECTIONS§ HORIZONTALES.

1° Section par le plan des xy. — On obuient 3 = o en faisant
B = o. Les équations de la courbe sont

z===1, y=y—(t—1)2(2+1t+1)
qui donnent seulement deux points réels
Y=o, x =1

correspondant & £ =1.
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Section par le plan s = P 1l faut prendre f = T les équa-

tions de la section sont

Dot les Tableaux de variations :

t 3 1 5 Sig 1,y M P N

4 4

3 3

I (1502 (24)? . - ,
x VT < x 0,353 o,905 1,838
¥ 0 47 o ¥ o 0,734 0

64

Section par le plan 5 =1. — Prenons B = I Ona pour équa-

2
tions de la section

3
2

. . I ~ . . ’. , <y
¢ doit varier entre seb> Ces limites ont été déterminées par la

.. . 3 .
condition que les trinomes ¢2— ! et <t —_— l) (— —_ [) sotent
o 4 2 2
positifs.

Le Tableau suivant résumec la variation :



¢ |1 z 2 fig.1,8 | A L F E
2 4
/3 H
z o §—8—3- (?—(I;> 2y/2 x o 0,65 1,50 2,828
11 573

Le point F correspond a 'ordonnée maximum, elle a été déter-
minée comme je l'indique ci-aprés.

. ; 3 .
Section par le plan 5 = 3. — Dans ce cas, B2= 7 e les équa-

tions de la section sont

5

S Y/ e

. , . . 3 +/3
Pour que 2 et y soient réels, ¢ doit varier entre %— et 2 2‘/ .
Le Tableau des variations est, dans ce cas :
. V3 1--v3 2+/3
2 2 2
3 3
. 0 (e (e

8
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Sfig. 1, A D K G
x 0 1,17 4,50
¥y 1,58 2,70 o

Les autres parties s'obtiennent, comme pour les autres sections,
par symétrie.

Cherchons le maximum de l'ordonnée des diverses sections
horizontales. Les coordonnées d’un point d’une section par le
plan z = z sont

19les

Z‘:(tz—— :j> 3
4
T
o 2 —Z).
y:[z—(t——l)‘l] <t + 41 /‘>,‘
on a
\
—3t<z‘3-—t—§)
V= .
Z—-—(z-—1)~

Les valeurs de ¢ qui annulent »' sont

—
1%=y1+z
—_—

t=o, = 5

t=o0 ne peut convenir, car z et y ne sont pas réels.
Une seale des deux autres valeurs de ¢, celle correspondant a

la détermination -, convient. Les abscisses qui correspondent a
cette valeur de ¢ sont

3
1y 1+3z\* 3
€r = '—2_'—— ) car 12— - =1¢,

d’aprés Péquation qui définit ¢.
La valeur de y correspondant au maximum sera
p :

y =iy LA,

2
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; . t . .
En donnant i z les valeurs —» 1, 3, on a les valeurs da maxi-
4

mum de l'ordonnée des sections horvizontales

ainsi que les valeurs de 2 qui correspondent.
La figure 2 donne une vue perspective de ce modéle.

Fig. 2.

_|

Sommet du paraboloide. — Nous avons dit que la surface (X)
était applicable sur le paraboloide quia pour équation

x4 y?=8a’z.

Cherchons le point sur la surface qui correspond au sommet
du paraboloide, dans Papplication des deux surfaces I'une sur
I’autre.

L’¢lément linéaire de la surface, comme l'indique M. G. Dar-
boux dans le Mémoire déja cité, a la forme

BT e o (H — 1) que

(1) ds:= a [T

ot les quantités H et U ont pour valeurs .

(U2~ 024 a®—1)2 + 402
[+ 5
2 a?

lI:

’

20

U=2a%0 + 2a?arc tang ———— -
U4 024 a2—1



-
L’élément linéaire du paraboloide est de la forme

ds?= ¢(r)dr2+ r2 d)?

en coordonnées semi-polaires.

Pour le sommet du paraboloide 7 = o, donc le point de la sur-
face (¥) qui correspond au sommet du paraboloide sera tel que le
coefficient de dV?* dans la formule (1) soit nul. Il faut pour cela
H=1, c’est-a-dire

3 .
D’autre part, on a multiplié z et y par 4;(1 -+ a?)? et 5 seule-

1+ a?)? : 4
ment par (——z——)— Pour que I'on retrouve une surface homothé-

tque il faut que

(_]'%—,L) %“t (14 a?)?, d’ott a?= L.

Les paramétres correspondant au sommet sont par suite

zﬂ:l——a?:é—(?, Y = o0,
55
d’ott
po WEL ot g9
2 110 110

Par suite les coordonnées du point de la surface (¥) qui corres-
pond au sommet du paraboloide sont

3
3 2
x:(é—i) =o0,76, y=o, z=<~'(—):> = 0,026,

5

ce point est représenté en S sur la figure I, 2.

il y a un point S placé sur chaque mamelon de la surface;
chacun correspond a un paraboloide. Le paraboloide qui est ap-
plicable a pour équation

ou, en remplacant «? par sa valeur,

X2+ y2=1,9343.
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Les paralleles du paraboloide se transforment en cercles géodé-
siques de la surface (2). Ces courbes sont faciles a tracer mécani-
quement, il suffit de prendre un fil inextensible fixé par 'une des
extrémités au point S et de le faire glisser sur la surface en le
maintenant tendua, l'autre extrémité décrira la transformée du

\paralléle.

Une deuxiéme surface applicable sur le paraboloide indiquée
par M. G. Darboux est celle qui a pour coordonnées

2 ZL2 9
r=—2au(V+ 5 +al—1),
03

(&) {y=daz

P

[— at

T B \
z:~—;(zcﬁ+vz)‘2+(a.2~—1)(v?—u‘l — a <1.
\ 2 2

Comme I'indique M. G. Darboux ('), cette surface réelle est
applicable sur une partie imaginaire du paraboloide, celle dont
les points se projettent sur I'axe & ganche du plan directeur.

Ces surfaces sont bien applicables sur le paraboloide réel, mais
elles correspondent & une région entiérement imaginaire, dont
toutefois I’élément linéaire est resté entierement réel.

Pour étudier plus facilement ces surfaces, remplacons « et ¢
respectivement par u\1— a*, o\/1— a* et prenons de nouvelles
coordonnées z', y', 5 liées aux anciennes par les relations

4 3
r=— ﬂ(l—a?)zx’,

3

ha e
y=—50—=a)?y,

1 — ak (1— a?)?
3 4 —_ — - )(ZI—-I).
92 2

Les équations de la surface deviennent

u
z'= ;(3024— w?—3),

! — o3
Y ="
3 =(wr4 02)2— 2wl 2024 1= (U4 02— 1)2-- 402,

(1) Bulletin des Sciences matheématigues, 2° séric, t. XXIX, avril 19o5.
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Sienfin 'on pose
rwq?——o?:t, 2+ p2= 02,

on a lexpression des coordonnées des points de la surface en
fonction de deux paramétres ¢ et 3. C’est a cette forme que nous
nous arréterons :

o =[(t— 1P — B (4t 1— B),

y:({p—t?) )
z :jﬁ‘z

e

Ces expressions montrent que la surface est symétrique par
rapport au plan de 2z et de y5. Nous tiendrons compte de cette
symétrie dans la construction des sections horizontales. Nous dé-
terminerons seulement le quart de la section. Procédons comme
pour la surface que nous avons déja étudide et construisons les
sections par les plans de coordonnées.

Section par le plan des zz. — On doit avoir y = o, donc
B2=1¢2; les équations de la section sont

(t+1)/1—2t,
Z = 4t

x

i

. . « I . . .
t doit varier de — o0 a 5 pour que z soit réel. Les Tableaux sui-

vants indiquent les variations de z et de z :

o —I — 5 Sig. 3, a D A B -G

N L=
I3

— 0,40

o
o
/:\
|
[N
N———"
=
+
<
=D
8
o
o

I

A

Jal limité la variation de z & 5 =06. lies seclions horizontales
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de cole supérieure ont une forme générale analogue a celle par le
plan z =6.
La considération des dérivées ', 5’ et du rapport
!

3 8 j—

S =—ayi—at

' 3 v
permet de déterminer les variations des coordonnées ainsi que
la tangente aux divers points de la courbe. Bien qu’il en ait é1é
tenu compte dans la construction des sections, je ne les ai pas

introduites dans les Tableaux qui ne contiennent que des résul-
tats.

Section par le plan des ys. — Pour x = o, il y a deux facteurs
qui conviennent
Pr=(t—1)2 ¢t Pr=+r-+1.
Nous avons comme sections

3
o V=R,
z=4(t—1)2_ & = 4(B24t+1).

y=(l~—2t)g

Fn tenant compte des domaines ol ¢ doit varier pour que y soit
réel, nous avons, pour une moitié de la courbe, les Tableaux de
variations :

: 3
t 5 ° 1—\/—2~ fig.3,8 D E F
N .
y o I (‘/6—1 2 v o 1 1,73
z 1 4 6 z 1 4 6

correspondant a

Bt
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ct

correspondant &

=24 t4-1.

Le coelficient angulaire des tangentes est donné par

zl

7

8 (¢—1)
— =0

\/1—:),13

pour la premiére courbe et par

i

_ 8 a2l

P4
Y : I+

1

[}

pour la seconde; les deux courbes sont tangentes au point 5 = 4,
y=1en D et B; elles ont un point de rebroussement.

SECTIONS HORIZONTALES.

Section par. le plan s =o0. — On a § = o et les équations de
la seclion sont

rz=F(t—1)(2+t+1),
3 '
y=(—);

elles donnent deux points réels correspondant & ¢ = o et dont les
coordonnées sont

.z‘:i‘l, Y=o.
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Section par le plan 5 —=1. — Dans ce cas §2= % et les équa-

tions de la seclion sont

. . 1 I . ’
¢t doit varier entre — = et - pour que z et y solent réels.
2 2

Nous obtenons le Tableau de variations de coordonnées :

fig:3,¢ | DN M

~

SRR
=}
l

x o 0,65 0,707

1
¥ ° 3 0 ¥ o 0,I12 @

L’étude de la variation se compléte par la considération des

’
dérivées x/, y' et du rapport%, qui donne le coefficient angulaire
des tangentes aux divers points. Ce coefficient angulaire est donné

un peu plus loin.

. ' 3
Section par le plan s =3. — Alors on a 32 = -.
4
Les valeurs de z et de y sont
2
r = (t—l— E) \/ﬁ—z’t-l—l;
2 4
=4 - — ) .
r==(; =)
Pour que z ct y soient réels, il faut que ¢ varie cntre — -
p)

ot — L.
2



entre — —=et 1 —
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D’oti les Tableaux de variations :

rofeo

W (y5—)

fig. 3, 8 P F Q R

x 0,215 o 0,125 o

N4 o 0,35 0,65 0,614

7
8

Section par le plan 5 = g — Dans ce cas, f2=

x = t?—}—t—i—l 62—2t+£,
8 8

7
==+ (Z ).
y==(3-»)

Pour que z et y soient réels, il est nécessaire que ¢ soit compris

V7 V7

et par suile

oo

. Les Tableaux de variations sont :
2¢/2 2y/2

V5 RSV %

0 I

o/ 2z o/ oy

(4—vViDVa+vig 1
4y 16y
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Jig. 3, s T U V X
x 0,12 [} o 0,044 0.
¥ o 0,053 0,78 0,809 0,803
Section par le plan s = 4. — Alors B2=1 et les équations de

la seclion sont
z=t(1+t(t—2),

3
y===(1— )2,

Pour que z et y soient réels, il faut que ¢ varie entre — 1 et o.
Le Tableau des variations est dans ce cas :

{

¢ —1 1—_)‘/3 o Sig. 3, B 0O E
x o (2-—‘/5)\/%‘/—1 o x o 0,28 o
RPN
v 0 <‘%> I 4 0 0,47 1
3

Section par le plan 5 = 6. — Alors f2= =

Les coordonnées d’un point quelconque de la section sont

r = <;t2—|— t—1>\/t2—2t——1,
2 T2
3
3 2
r=(3-2)"
V3

Pour que x et y soient réels, il faut que ¢ varie entre — >

Ctl—\/'
2

1o

ILUNI VERSITY 0F
LINOIS 115,
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Le Tableau des variations est le suivant :
Z); S
14 — \/- —I1 I— \/E
2 2
x (1«—\/§>\/1+2\/§ —V5 o
2 2 ay/s

fig. 3, G I F
z - 0,41 —0,79 o
N o 0,353 1,73

‘Dans les Tableaux de variations ci-dessus, ne figurent pas les
valeurs des dérivées de x, y, bien que nous en ayons tenu compte
dans la construction des sections. Afin de ne pas me répélera pro-
pos de chaque section horizontale, j’ai calculé ces dérivées en lais-
sant z indéterminé, et j'ai ensuite, pour chaque section, donné
a 5 la valeur correspondante. ' '

Les coordonnées d’un pointd’une section horizontale z = z sont

x~<t‘-’+t.+l—f>\/t2——2t+l— g
- i i’

3
z 22
’“<Z”t,.>‘

On trouve




¥ sera maximum ou minimum pour les valeurs de ¢

t =o, t:i‘/——z—-z,

lorsque ces valeurs seront comprises dans l'intervalle ou ¢ doit
varier pour que z et y soient réels. Sous les mémes restrictions
relatives & ¢, 2 sera maximum ou minimum pour

1+y/14 2
—

t=o0 et t=

Le coefficient angulaire de la tangente en un point d’une section
horizontale est

Le lieu des points A, N, Q, V, E ( fig. 3, o, v, 8, ), 1) est une
courbe de rebroussement; nous allons chercher sa projection ou
le plan des 2z pour comparer 'abscisse de ces divers points corres-
pondant d une méme valeur de z & 'abscisse des points de la courbe
passant par les points A, M, P, S, O (fig. 3, «, ¥y, 8, ), p); I'équa-
tion de la courbe passant par les points A, M, P, S, O est

XV ()

I’équation de la projection sur le plan des 2z de la courbe passant

par A, N, Q, ... est

Montrons que la différence. X — 2 est positive, 5 variant de o
a4; pourys=",ona

Smam (1= Bernt- (B (=5

. / . Cep
le fait que 1 — :L est > o monlre que le crochet est aussi positif;

3
2
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on a, e¢n effet, en élevant au carré :

h3 I
h h— — — —»
I+hA>14 1 R 6
Donc P’aréte de rebroussement lieu des points A, M, P, S, O, ...
fait saillie par rapport a la ligne de rebroussement lieu des points

A, N, Q, V. E.

J’ai construit les modéles en prenant pour unité de longueur
3o™m pour la surface . En ce qui concerne la surface Y, afin

IFig. 4.

d’avoir des modéles moins effilés et par suite moins (ragiles, jai
pris pour unité pour les coordonnées x et y 64™m et 48™™ pour la
coordonnée z. Les figures 2 et 4 représentent les modéles en plitre
construits a cette échelle.

(Extrait du Bulletin des Sciences mathém., 2° série, L. XXIX; aotl 19od.)
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