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Die Sammiung
Fus Natur und Geifteswelt’

nunmebt iiber 800 Bandden umfaffend, bietet wittliche .Einfabrungen”
in dle Hauptwiffensgebiete fix denUnterridhi oderSelbftunterridhtdes
Laten nad den beutigen methodijdhen Rnforderungen, feit fhrem Entjiehen
{1808) ben Gedanten dienend, auf denen die beute fo madiig entwidelte
Voltshohidulbewegung berubt. Sie will fedem geiftig Mandigen die
Misglicyteit ihaffen, fich obne befondere Vorkenntniffe an fiderftes Quelle, wio
fie die Darftellung durc berufene Wertreter der Wiffenfchaft bietet, Gber jedes
@ebiet ber Wifenfdaft, Runft und Tednit 3u untersidien. Sie will thn dabel
sugleidh unmittelbar imBeruf [drdern, den Befidistreiscrweiternd,
dleGinfidt in die Bedingungen der Besujearbeit vertiefend. Diefem Bes
diirfnts Eonnen Stizsen im Charaties von , Russiigen” aus grohen Lebrbidern
wie entipredyen, denn foldbe fegen cine Verivautheit mit dem Stoffejdhonvorous,

Die Sammlung bietet aber audh dem Jadymanun ene rafde suvess
1affige Dberficht iiber bie fid beute von Tag yu Tag weltenden Sebiete
des geiftigen Sebens in weiteftem Lmfang und vermag fo vor allem aud
Dem immer fidrder werdenden Bediieinis des Soriders yu dienen, fid
auf ben Nadbargebieten auf dem loufendben 3u ethalten.

Fn den Dienft diejer Rufgabe paben fid datum aud in danfenswertes
Weife von Rajang an die beften Wamen geftelli, gemn die Selegenbeit
benubend, fidh an weitefte Keeife 5u wenben.

So tonnie der Sammiung aud ber Tefoly nidst febien. Webe als die
Blfte der Bandben liegen, bel feder Ruflage durdaus new bearbeitet,
berelts n 2. bis 8. Ruflage vot, nsgelamt bat die Sommiung bis fet eine
Perbreitung von faft 5 Willionen Eremplaren gefunden.

Hlies in aliem find die {dmuden, gebaltvolien Bande befonders geelgnet,
die Seeude am Bude ju weden und daran 3u gewdbnen, einen Betrag, den
man fir Cefillung tsperlidbes Bedirinifle nidt anjufeben pflegt, aud fiie
dle Defriedigung gelftiger ansumenden.

YWenn eine Verteuerung der Sammlung infolge der auferordentlidhen
Etetgerung der Derfteliungstoften - find doch die Esbne auf das Adebnfadye,
die Materialien auf das Sanfundimanzig- bis Sinfunddreifigfade (teilweife
nody weif bariiber) geftieaen ~ audy unvermeidbar gewefen ift, wie bel anderen
,Dilligen” Biidyern, 3.5, den Reclambeften, jo ift bex Breis dody entfernt nicht in
dem gleiben Verhdltnis gefticgen, und aud jebt ift ein Bandden ,Fus Aatus
und Oelfteswelt” woblfeil, im Gegenfat u den meiften® ebraudysgegenflnden,

Jedes der melfi reich illuftrierien Banden
ijt tn fidy abgefdiofjen und einzein tauflid

Leipsig, tm Man 1092 B, ®. Teubner

&in volljtdndiges, nad Wiffensgebieten geordnetes Veryeidhnis verfendet auf Wunfd)
toftenlos und pojifeei der Verlag, Eeiprig, Pofiifr. 3/
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Dorwort.

Einley

Der jweite Teil ijt der Geometrie gewidmet. Die iibergroge Siille
des Stoffes 3wdng 3u fiirsefter Darftellungsform, die aber foffent-
lidh geniigt, um von den behandelten Gegenjtinden eine flare Dor-
{tellung 3u geben. Die Abjd)nitte iiber Slddien: und Korperberedynung
find aus dem erften Teil der erften Auflage Heriibergenommen, um
alles Geometrijdje in einem Bande 3u vereinigen.

Jeder Ab{ditt ift wieder fiir fidhy abgefdloffen. Mathematifde

o Dortenntniffe {ind nidt erforderlid).

fi Der geringe Umfang des Banddjens geftattete nur, wenige An-
_wendungsbeijpiele 3u geben. Aud) diefes Banddjen foll natiirlidy tein

% £ebrbuc{) fein. Einige Literaturnadyweife find hinzugefiigt fiir folde

; Lefer, die trgendeinen Ab{dnitt eingehender durdjarbeiten wollen.

.; Herrn Diefeldwebel cand. math. Sreund, der die Korrettur mitlas,
¢ oante id) aud) an diefer Stelle.

3 R, Teuendorii.
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1. Ab{dnitt.
Geometrijdes Seidinen.)

1. Das Seidenmaterial, Es bdiirfte niiglidh fein, als Einleitung
3u dem Gegenjtande diefes Abjdnitts einige Bemerfungen iiber das
Beidenmaterial vorauszufdiden. Es ift 3u betannt, daf viele NMif-
erfolge bei Derwendung graphifder Methoden auf mangelfafte Rilfs:
mittel oder ungefdidte Auswafl derfelben Furiidsufiihren find.

GBezeichnet wird, fobald man fonjtruiert, auf befonderem, nidt 3u
glattem und nidht 3u rauhem Seidjenpapier, auf Millimeterpapier?)
oder auf Pauspapier bezw. Pausleinen. Das legte nimmt man ge-
wohnlidh nur, wenn die Setdynungen m't Rilfe des Lidtpausverfafrens
vervielfdltigt werden follen.

Die Linien werden mit hartem Blei (3 H oder ITr. 4) gezogen; wo-
bei man fid) woh!l 3u hiiten hat, in das Papier einzufraen. Nan
muf immer nod) jede Linie gut wegradieren fonnen. Nleijt wird es
fich empfehlen, alle widytigen Ergebniffe mit Tujdhe nadh3usiehen. Aber
nidyt etwa mit gewdhnlider Stahlfeder und Tinte. Nan nimmt viel-
mehr da3u eine befondere Siehfeder, wie fie 3. B. jeder Birteltafjten
enthilt, und gute jwarse Ausziehtufdhe. Sur Unterjdjeidung ift es
oft gut, neben der {hwarzen farbige Ausiiehtujdhen 3u.gebrauden.
Aber aud) davin foll man makhalten: 3u grofe Buntheit verwirrt
leidyt und fann den Gefamteindrud des Bildes jtdren.

Siir gerabe Stredert foll man als £ineale nur die Reifgjdhiene und
die Beidhendreiede benufen.

Siiv frumme Linien hat man junddit den Sirkel mit hartem Blei-
einfafy oder mit Siehfeder. Er wird aud) gern bei beliebigen Kurven,
befonders wenn fie ftart gefriimmt find, benugt, indem man durd)
Ausprobieren einen Kreis fudyt, der wenigftens mit einem Stiid der
Kuroe jufammenfdllt. So fest man die Kurve teilweife oder gans
aus Hreisbgen sufammen. Am Rdufigiten wird man indeffen bei

1) Dgl. Sdudeisty, Geometrijdhes Seichnen (AHu® Bd.568).
2) Siir befondere Swede wird Papier hergeftellt, das mit Wintelteiling,
logarithmifdier Teilung, Teilung nady Polarfoordinaien ufw. bedrudt ift.



2 I. Beometrifdes Seidynen

beliebigen Kurven 3u den Kurvenlinealen greifen. Bei einiger Ubung
1igt {icy mit ihnen ebenfogut eidinen wie mit dem gewdhulidhen Li-
Jp— neal. 3n exfter Linie ift der
&P _& v fogenannte Burmefterjde

Sa (Sig. 1) 3u empfehlen.
Sig.1. Das find bdrei Lineale, von
venen eins aus Ellipjenbigen, eins aus Parabelbdgen und eins aus
Byperbelbdgen 3ufammengefegt ift. Aud) mit diefen Linealen muf
man eine Hurve ftiidweife geidinen, indem man durd) Ausprobieren
ein Stiid der Hurve fudit, das mit einem Teil des Lineals sufammen-
fallt. Dabei muf man wohl darauf adyten, daf der neue Teil immer
glatt und ofne Eden in den {dyon fertig gezeidyneten iibergeht; o. f.
alfo, da an der Ubergangsitelle beide Stiide {ider diejelbe Tangente
und nahesu gleidge Kriilmmung Haben.

Tod) wiirde man in Derlegenteit Tommen, wenn man langgejtredte
Hurven, wie fie gerade bet praftifden Aufgaben jo hdufig auftreten,
setdynen miifgte. Dagu nimmt man die fogenannten Latten 3u BHilfe
Das find diinne, biegfame Lineale, die man an die u 3eidnende Kurve
entlang legt, indem man die fdymale Kante mit befonderen Gewidyten,
weldhe mit einer vorfpringenden Mafe verfehen {ind, befdymwert (Sig. 2).
Auf diefe Weife fann man eine lange unbd beliebig gefriimmte Kurve
ihrer ganzen Ldnge nady auf einmal durd) das Lineal darftellen.
Das ergibt nody einen grofen Dorteil: man fann priifen, ob audy der
Derlauf der Hurve fo glatt und gleidymafig ift, wie es die jeweilige
Aujgabe verlangt. Uleinere und grofere Unebenfeiten lernt man bald
fidyer erfennen und ausgleidien. Die Elaftizitdt der Latte Hilft dabei
qut mit.

Don den Sirfeln {eien nody als notwendig der Stedyzirfel und als
niiglid) der Tullenzictel genannt; jener dient jum Abmeffen und Ab-
tragenvon Streden, diefer sum Seidinen {ehr Heiner Kreife. Hierbeimag
oarauf hingewicfen werden, daf man bei jorgfdltigen Seidynungen,
dieeinige Genauigteit exfordern, Puntte
badurd) feftlegt, bafy man mit einer fei-
nen Sirfelfpige ins Papier leidht hinein-
fticht. Durdy joldhen Puntt foll weder
mit Bleiftift nody mit Tuide hindurdy-
gejogen werbden. Deshalb martiert man
ihn, indem man um ihn Herwm einen




3eidienmaterial. Teilung von Streden 3

Kreis mit fefr tleinem Radius siefht. Die Linien, die durd) den Punit -
hindurdylaufen follen, 3ieht man nur bis an den Umfang jenes tlei-
nen Hreifes, Mullfreis genannt, heran.

Endlid) forge man nod) fiir einen guten Nakftab mit NMillimeter-
teilung, vielleidht audy nody fiir einen Wintelmeffer, den man aller-
bings fiufig wird entbehren tnnen. -

Ofne natiivlid) erfdydpfend 3u fein, diirften hiermit dod) die widy-
tigften Beidjenhilfsmittel genannt fein.

2. Die Grundfonjtruttionen, a) Stredenund Wintel. Beiden
folgenden Betradytungen ift es ndtig, wohl auseinandersuhalten: eine
geometrifge Konjtrubtion, deven Ridytigteit fidy nad) den LehridBen
der Planimetrie beweifen ldft, und die praftijhe Ausfiifrung irgend
einer geometrijen Aufgabe. Das jweite foll hier befprodien werden;
dabei wird wohl die Aufgabe mathematifd), dagegen werden die £4-
fungen ein gut Teil nur Regeln fiir das Seidynen fein. .

Eine Strede, alfo das begrente Stii einer geraden Linie, 3. B.
7,38 cm joll auf dem Beidjenblatt an irgendeiner Stelle abgetragen
werden. Man 3ieht an jener Stelle eine beliebig lange gerade Linie.
Dann nimmt man den Stedysirtel, fetst die eine Spifge auf einem Naj-
ftab am Anfangspuntte ein unbd fpreizt ifn fo weit auseinander, bis
die anbdere Spie auf 7,38 3eigt. Den adyten Teil des Nlillimeters
fdhat man Dbei einiger Ubung mnod) fider ab. Jeht martiert man
mit dem Stedhzivtel auf der Bleijtiftgeraden die Endpuntte der gefudhten
Strede durd) 3wei feine £ddjer, indem man die Sirfelfpifen leicht in
das Papier hineindriidt.

3ft geringere Genauigteit erforderlid), fo fann man einfad) den
Nagitab an die Gerade anlegen und die gefudyte Strecte durd) Bleijtift-
ftridye abtragen. Dann betommtman freilid) !/;, mm nicjt mefr genau.

AB in Sig. 3 fei etwa die eben abgetragene Strede. Sie joll nod)
Rhalbiert werden. Daju fefjt man den Stedyzivfel am einen Ende A
ein, {hdtt nad) Augenmaf die Nlitte der Strede ab und 6ffnet den
Birtel, bis feine 3weite Spige auf diefe ab:

gejdytste Mitte C jeigt. Den Puntt C mar- 4 J,L 4
tiert man mit dem Birtel. Diefelbe Strede cD
AC trigt man von B aus ab bis 3um Sig. 5.

Puntte D. Rdtte man nady Augenmaf die Nlitte ridytig gefunden, fo
miifte ja C mit D 3ufammenfallen. 3m allgemeinen bleibt eine furze
Strede CD, deren Nlitte M aber ofne NMiihe jo genau abgejdyift wer-
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- den Tann, wie fie fid) seidyneriid) iiberhaupt ermitteln Idgt. Sur Probe
fann man mit dem Stedyzirfel nadypriifen, ob wirtlidy AM-BM ge-
worden 1ft (3n der Sigur find die Puntte durd) furze Stridje ange-
deutet; in der Seidnung find fie natiirlidy teine £ocf)er)

(i§an3 afnlid) verfdafhrt man, wenn die Strede AB in drei oder vier
gleiche Stiide geteilt werbden foII. NMan probiert mit dem Sted)zirel

Z aus, bis bdie Birfeldffnung gerade fo grof ift,

o daf man die Strede, die jie faft, drei- byw. vier
"N mal Hintereinander abtragen fann.

RN Soll dagegen eine Strede in eine grofere An-

: N\ 3ahl,3.B.9 g[eid)e Stiide 3erlegt werden, fo nimmt
\\ man befler eine befannte geometrifde Kon[truf-

S ‘tion 3u Bilfe (f. Sig. 4). Man 3ieht von einem

& Sig. 4. £ Endpuntt etwa B aus unter einem Wintel nake
90° einen beliebigen Strahl BL. Auf ihm trdgt man eine beliebige,
furse Strede von B aus neunmal fintereinander ab. Den lehten Teil-
puntt x verbindet nian mit A und jzieht durd) den vorlesten y odie
Parallele yZ 3u Ax. Dann ift AZ der neunte Teil von AB.') Diefen
neunten Teil AZ trdgt man mit dbem Stedhzivtel?) auf AB neunmal ab.
Wenn bder legte Teilpuntt nidt genau auf B fdllt, verbeffert man AZ
nad) Augenmaf, indem man den Sehler jwifden dem leyten Teilpuntt
und B in neun gleihe Teile 3erlegt.

Das Abtragen und Teilen von Winteln fommt jwar nidt fo oft
vor, bietet dafiiv leid)t grofere Shwierigteiten, weil mit dem gerwshn-
lidjen tleinen Wintelmeffer, der meift allein gur Derfiigung fteht, eine
hinreidjende Genauigteit nidht 3u erveiden ift.-

- Man befommt im Bandel freilid) grofere redit gute Wintelmeffer;
nur fdredt der nidt unbetrad)thcf)e Preis von der Anfdaffung leicht
3uciid, folange es fid) eben um eine gelegentlidye, nicht dauernd wieder-
febrenbe Aufgabe hanbdelt. 1lberdies bleibt die Genauigteit der Seid):
nung immer mdpig, sumal wenn der Sdyentel des abgetragenen Wintels
wefentlid) Idnger als der Radius des Wintelmeffers werden foll.

AZ
1) Ylad) befannten Sdsen der proporttonsleme tit named) AB By Weil

aberfo gegeidnet wurde, bag tft fm[tau&) ,i) . AZ——AB
AB AB 9 9

2) 3um fortlaufenden E[btragen berfelben furzen Strede hat man einen
bejonderen Teilzirkel, defien Sirteldffnung durd eine Sdyraube fefr genan
eingeftellt werden fann und jugleid) durdy fie feftgehalten wird.-
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Es ift daher am beften, einige Henntnis der Trigonometrie ju be-
nugen. Was dazu ndtig ift, werde junddit ertldrt.

Jn Sig. 5 fet der Wintel « gegeben. Auf feinem einen Shentel mogen
beliebig viele Puntte B, B,, B; ufw. liegen. Don bdiefen Puntten fdlle
man auf den anderen Schentel von « die Lote B, C,, B, C,, B, C; ufw.
Wer aus der Geometrie nod) nicht die Proportionsidfe fennt, der mag
fich wenigjtens durd) Madymeffen der Streden B, C,, B,C,, ... und AC,,

AC,, ... davon iiberseugen, dafj immer i‘g . By
=BG _BCo it Diefer Brudy gehort %
AC, = AC, . g B

alfo gewiffermagen unverdnderlid) sum MWin-

fel «. Umgetehrt fann man aud) nur einen gang /
beftimmten Wintel o seichren, derujenem Brudy 4« . |
gehdrt.!) DasReifst doch aber, wiein einem friihe- G 6 G
ren Abjdnitt ertldrt wurde: der Brud) ift eine Stg-3:
Sunttion des Wintels o. Diefe haufig vorfommende Sunttion hat den
Namen Tangens von «, fury tge gefdrieben, erhalten. Es ift aljo der
Tangens eines Wintels im reditwintligen Dreied gleid) dem Quotien-
ten aus der gegeniiberliegenden Kathete diefes Wintels sur anliegen=
den.?) Die 3afhlenwerte diefer Sunttion findet man in Tabellen.

Gs feijebt 3. B.tger = 1,5. Wie jeidynet man den 3ugefhdrigen Win-
fel &? Dergleidht man mit §ig. 5, fo muf alfo B,C,: AC, = 1,5 fein.
Prattijd) einfad) verfahrt man daher fo (1. §ig.7): Auf der gegebenen
wageredyten Geraden trdgt man von A aus die Stree AC =10 cm-ab,

1) Wadrve 3. B. der Brud %, fo fhdtte man eine Stredfe AC =3 cm 3u
eidnen, in C das Lot BC =2 ¢m 3u erriditen und A mit B 3u verbinden.
Dann wdre <C BAGC der gefudyte. Statt 3 cm und 2 cm ténnte man eben-
fogut 6 und 4 oder 9 und 6 ujw. abtragen, da ja 7 =4 =L ijt.

2) Auper dem Tangens werden entfprediend wie oben nody die folgenden
Wintelfunttionen eingefithrt: Hotangens (ctg), Sinus (sin), Kofinus (cos),
Setans (sec), Kofefans (cosec). Es wird geniigen,
die Sormeln fiir diefe — §. §ig. 6 — anzugeben:

tga=3' clge=—; sine=—; coseca=- ; < a
b’ a' -c! a'
COSa=B' seca=—9. &%
c' b b
Sefans und Kofefans werden in neuerer Seit wies Sig. 6.

der viel 3ur Dermeidung der Divifion bei der Redjens=
mafdiine verwendet. Tabellen derfelben find 3. B. enthalten in: ©. Coffe,
Qafeln fiir numerifjes Redynen mit Mafdjinen. Leip3ig 1909.
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erridytet in C das ot und trdgt auf ifm CB = 15 cm ab. Derbin-
bet man B mit A, foift U BAC = << ¢, denn es ift ja wirtlid) tga =
BC:AC=15:10=15.

B
f B
3 B
L
s
g
Q
I K :
~ ©
§
AfE A AQ? g
a0 “FaggenC " Foom ¢
$ig.7. $ig. 8. $ig.o.

Soll ein beftimmter Wintel 3. B. von 37° angetragen wetden, fo
fieht man nad, wie grofy tg 37" ift. In der Tabelle findet mantg 37°
=0,7536. Aljo trdgt man entfpredjend wie oben 10 cm und 7,54 cmab.

Bei einem grofien Wintel fann mit der giinftigen Wahl von AC
= 10 cm der Puntt B leidyt fo hod) ltegen, dafy er iiber die Seiden-
fldche hinausfdllt. Dann beadyte man, daf in §ig. 8 tgf = AC:BC
und f = 90° — « ift. Man fann mit Hilfe von B 3eidynen genau wie
vorher mit .. 3t 3. B. « =73 fo wird f = 90" —73°=17° und
tg 17° = 0,3057. Daher muf AC = 3,06 cm und BC = 10 cm
gemadyt merben damit tgf=tg 17° = 3,06: 10 = 0,306 und folg-
li) « = 73" mtrb

Es mag nod) exwdfnt werden, daf oft beffet bet tleinen Seidynungen
mit 5 cm und anderfeits bei grofen mit 50 cm auf der Horizontalen

gezeidynet wird. ‘Dannbatman aufbder Dertitalen10- g“ b3w. 100 - tg“ '
aufjutragen; denn es ift 3. B.
0,9325 100 . 0, 9325
11000325 1075 2

0 _ _ — —
tg 43° = 0,9325 T30 = =5

4,7 __ 46,6

. 50
JIn der §ig. 9 find beide Sdlle (nerf[emert) angedeutet.
Diefe Derfafren wendet man immer dann an, wenn um einen Punit.
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herum bdie Wintel von 5° 3u 5° oder von 1° 3u 1° ufw. 3u jeidmen
{ind. Aber aud) fonft find fie su empfehlen. 3In einer Tabelle feien
nod) die Werte von tge und !/, tge sufammengeftellt.

Grade| € ¢ Ttg (Bro;be tge ige (Brocibe tge |Ytge

0,0175 | 0,0087 || 31 |0,6009 | 0,300%| 61 ‘| 1,8040 | 0,9020
0,0349 | 0,0175 | 32 |0.6249 | 03124 | 62 |1,8807 | 0,9404
0,0524 | 0,0262 | -33 |0,6494 | 0,3247 | 63 |1.9626 | 0,9813
0,0699 | 0,0350 | 34 |0,6745|0.3373 | 64 |2,0503 | 1,0252
0,0875 | 0,0437 | 35 |0,7002 |0,3501 | 65 |.2,1445|1,0723
0,1051 | 0,0525 | 36 |0,7265 |0,3633 | 66 |2,2460|1,1230
0,1228 | 0,0614 | 37 |0,7536 | 0,3768 | 67 |2,3559 | 1,1779
0,1405 | 0,0703 | 38 |0,7813 | 0,3906 | 68 |2.4751|1,2375
0,1584 | 0,0792 | 39 |0,8098 | 0,4049 | 69 |2,6051 |1,3025
0,1763 | 0,0882 || 40 |0,8391 | 0,4196 | 70 |2,7475 | 1,3737

0,1944 { 0,0972 || 41 |0,8693|0,4346 | 71 | 2,9042 | 1,4521
0,2126 | 0,1063 | 42 |0,9004 | 0,4502 | 72 |3,0777|1,56388
0,2309 | 0,1154 | 43 |0,9325|0,4663 | 73 |3,2709 | 1.6354
0,2493 10,1247 | 44 |0,9657 | 0,4828 || 74 |3,4874 |1,7437
0,2679 | 0,1340 | 45 | 1,0000 | 0,5000 |- 75 | 3,7321 | 1,8660
0,2867 | 0,1434 | 46 |1,0355|0,5178 | 76 |4,0108 |2,0054
17 |0,3057|0,1529 | 47 |1,07240,5362 | 77 |4,3315 |2,1657
18 10,3249 { 0,1625 || 48 |1,110610,5553 | 78 |4,7046 |2,3523
19 |0,3443]0,1722 || 49 |1,1504|0,5752 | 79 |5,1446 |2,5723
20 |0,3640]0,1820 | 50 |1,19180,5959 | 80 |[5,6713 |2,8356

21 |0,3839|0.1919 | 51 |1,2349|0,6175( 81 | 6,3138| 3,1569
22 10,4040} 0,2020 | 52 |1,2799|0.6400 | 82 | 7,1154| 3,56577
23 10,4245(0,2122 | 53 |1,3270|0,6635| 83 | 871443| 4,0722
24 10,4152{0,2226 | 54 |1,3764)0,6882| 84 | 9,5144| 4,7572
25 10,4663 |0,2332 | 55 |1,4281(0,7142( 85 |11,430 | 5,715
26 |0,4877)0,2439 | 56 |1,4826,0,7413| 86 [14,301 | 7,150
27 10,5095 (0,2548 - 57 |1,5399|0,7699 | 87 |(19.081 | 9,541
28 10,53170,2659 | 58 |1,6003|0,8002( 88 (28,636 |14,318
29 10,5543 10,2772 | 59 |1,6643]0,8321 | 89 (57,290 (28,645
30 05774102887 60 |1,7321]0,8660 | 90 o0 0 .

JIn der Regel wird man nur die Werte bis 45° gebraudyen. Der
DoIIftanbtgfelt wegen find fie bis 90° angegeben.

Die Teilung eines Wintels in 3wei, drei ujw. gleide Teile wird gan
dhnlid) wie bei etner Strede durd) Ausprobieven ausgefiihrt. Nlan be-
fdyreibt um den Sdjeitelpuntt von « (f. Sig. 10) einen Kreis und ver:
fahrt aujdem Bogen P Q genau wie friiher auf der Strede. 3In der Sigur
ift die Halbierung des Winfels angedeutet. Nlan vergleide dazu §ig. 3.

= b ) b e | e
QU AN (OO AN~
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Soll ber Wintel in eine grogere Anzahl gleidjer Teile 3erlegt werden,
fo wird man nidt jo leidt die ridytige Sirfelofinung finden. Es emp-
fiehlt fid) suerft eine ein wenig 3u fleine und

P dataufeine ein wenig ju grofie oder umgetelrt
3u wdhlen. Swifden beiden {hdat man die
wahre ab. Wenn nid)t anders wird man durdy

- mehrfadjes Probieven immer weiter den Un-
terfhied 3wifden einer 3u grofen und einer 3u
sig10. Q tleinen Birfeldffnung einengen und fo fider

sum Stele fommen.

Die Teilung eines beliebigen Wintels in drei gleidhe Teile mit Sirtel
und Lineal allein ift {treng mathematijd) nicht mdglidh, wie feit langem
bewiefen ijt.") Trohdem gehort aud) diefe Aufgabe 3u jenen, welde
unverftdndige Leute immer wieder 3u I6fen verjudyen, natiirlidy ofne
jeglichen Erfolg. Saljhe £6fungen — und andere find ja, wie gefagt,
gdnslich unmdglidy — gibt es nadygerade genug. Der , Ruhm", nod)
einefaljdje dazugefunden su haben, follte eigentlid) niemand mehr ver-
Todend {ein. N ‘ _

b) £ote und Parallelen. In der Geometrie lernt man, wie nad
bejtimmten LefrfdBen Lote 3u erridten und Parallelen 3u 3iehen find.
Diefe Honftruttionen hdatte man unbedingt anzuwenden, wenn fid) ideal
genau 3eidynen liefe. Praftifdy fieht die Sadje anders aus. Da fann
diefelbe, 3uweilen groBere Genauigteit auf einfadjere Weife erreidyt
werden. Swei Beifpiele 3eigen, wie 3u verfahren ift.

3ur Geraden xy foll durd) den Puntt P, der irgendwo auferhalb
xy liegt, die Parallele gezogen werden.?) )

Bur £6{ung gebraudt man. ein Seidjendreied und ein Lineal. Nlan
legt das Seidjendreied mit feiner ldngften Hante ab (. Sig. 11) an
xy; dann fdiebt man das Lineal genau an die Kante bc (oder ac)
heran (1. £age). Das Lineal wird von jefit an feftgehalten. Das Dreied
wird dagegen mit der Kante bc am Lineal entlanggejdoben, bis die

1) Wer den Beweis fiir diefe Unmdglidteit fennen lernen will, mag ihn
etwa nad)lefen bei §. Klein, Dortrdge iiber ausgewdhlte Stagen der Ele-
mentargeometrie. Leip3ig 1895 Sefjr gute Idherungsldfungen gibt es in fefr
grofer Illenge; ebenfo i1t eine groBere Anjahl von Injtrumenten befannt,
die Oie Dreiteilung des MWinfels leiften. Aber vielleid)t aufer dem Erfinder
benugt fie fidjerlidy fein Menfd). Aud) in diefen Bejiehungen fann nur nad-
driidlid)it von einer Befddftigung mit dem Problem abgeraten werden.

2) €s heiht die Parallele, weil es nur eine durd) den Punit P gibt.
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Hante ab durd) P hindurdygeht (2. Lage). 3In diefer neuen Lage 3ieht
man durd) P'an ab entlang eine Gerade. Das ift die gefudyte Parallele.

(Im Grunde genommen Hat man nidyts anderes getan, als aud die
theoretijdje £ofung verlangt. Nan hat eben durd) P eine Gerade ge-
jogen, die mit der Linealtante denfelben Wintel bildet wie x y, ndmlid
den Dreiedswintel bei b.)

c b,

a P b

Zlage :
c

1y

Sig. 11. Sig. 12.

Auf die Gerade xy foll vom Punite P aus das Lot gefdllt werden
(Sig. 12).

Nan lege das Seidjendreied diesmal mit einer der t‘Iemen Kanten,
3.B.bc, anxy an. Die Dreiedstante ac ift 3u bc fenfredyt. Derfd)tebt
man daher das Dreied fo, daf bc ftets parallel 3u xy ift, {o wird
ac ftets fentred)t 3u x y bleiben, da ein Lot auf einer Geraden audy
auf allen Parallelen 3u diefer Geraden fentred)t {teht. Nlan fdyiebt des-
halb dasLineal an ab heran (1.£age). Wieder wird das Linealfeftgehal-
ten und das Dreied ver{dhoben, bis die Hante ac durd) P hindurdgeht
(2. £age). Eine Gerade entlang ac durd) P gegogen ift das gefudyte Lot.

Die Genauigteit der Konftruftionen hangt natiivlid) gan3 von der
Giite des Dreieds und des Lineals ab. Wenn man nidyt ein 3uverldffig
ridtiges Stahllineal sur Derfiigung hat, an das man die Reif{dyiene
jut Priifung nur anjulegen braudt, fo hilft than fid), indem man mdg-
lidhit forgfdltig an der ju priifenden Kante entlang eine Gerade 3ieht.
Jefst dreht man die Reifgfdhiene um, jo dafy die andere Slade auf dem
Papier aufliegt, und legt diefelbe Kante wie vorher an der Bleiftifts
linte entlang. SGllt aud) jest die Kante mit jener ufammen, fo tann
man fie als geradlinig betradyten.
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Den redyten Wintel des Dreieds erprobt man, indem man eine Ge:
rade 3ieht, die Hante ac an die Gerade anlegt und lings bc eine Linie
sieht. Jeht {@lagt man das Dreied um bc fHerum, fo daf wieder ac
aufdie Gerade fdllt, aber in fymmetrijder Cage wie vorfer. Ijtder Wintel
bei ¢ wirtlid) ein rvedyter, fo muf wieder b in der neuen Lage mit
der gegogenen Linie jufammenfallen,

Die im Hanbdel erfdltlidyen Dreiecde und Reifjdienen {ind feineswegs
immer braudybar; fiejollten deshalb ftets beim Eintauf gepriift werden.
Z ¢) Konftruttionen in
begrenzter Ebene.Daes
vielfad)y vorfommt, daf 3u
einer Honftruttion widytige
Teile iiber das vorhandene
Beidyendblatt hinausfallen, fo
ijt es notig, NMethoden aus-
subilden, die in folchen Sdl-
len anzuwenden find. An
: einem BeifpieI foll geseigt
$ig.13. 5 werden, wie man verfdhrt.!)
A Es feien wei fid) {dneidende
®eraden, deren Sd)mttpunft aber nidyt mehr Jugdnglid) ift, gegeben. Ein
beliebiger Puntt P foll mit diefem Scmittpuntt verbunden werden. In
$ig. 13 {ind a und b die gegebenen Geraden. Durd) P lege man 3wei
beliebige Straflen, die a und b in den Puntten 1 bis 4 {dneiden. Dann
3ieht man 1;2 und 3; 4 und verlingert fie bis 3u threm SdynittpunttS.
Durd) S legt man einen neuen Strafl, der a und b in den Puntten 5
und 6 trifft. Weiter sieht man 3; 5 und 4; 6 und verbindet endlid) den
Snittpuntt Q diefer Geraden mit P. Das ift die gefucdyte Gerade,
die P mit dem Sdnittpuntt von a und b verbindet. Eine andere weni-
ger {d)bne, aber leidyter verftandlidye £6fung ift ebenfallsin $ig.13
geftridjelt eingezeidynet. Da fid) die drei Hihen eines Dreieds in einem
Puntte fdyneiden miiffen, fo fallt man von P aus die Lote auf a und b
und madyt P 3um Bohenjdnittpuntt eines Dreteds, indem man die beiden
Puntte A und B, die nidyt Lotfupuntte find, miteinander verbindet.
Das Lot von P auf AB muf dann die dritte Hiohe fein, alfo durd
die Dreiedsipife, 0.h. den Scnittpuntt von a und b gehen.

:1) Dgl. im iibrigen: 3iihlTe, Honftruftionen in begrenzter Ebene (Na-
them. Bibliothet Bd. 11). Leipsig 1913.
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5. Die regelmdfigen Dielede. Teilt man den Umfang eines Kreifes
in 3, 4, 5 ujw. gleidje Teile und verbindet jedesmal die famtlicgen

Teilpuntte in vegelmdBiger Aufeinanderfolge
durd) Sefnen, fo daf einegefdlofjene Sigur ent-
fteht, fo erhdlt man ein regelmdgiges Dieled.

a) Das regelmdfBige Dreied. Sig. 14.
Nan 3ieht einen beliebigen Durdymefjer Ax.
Mx Dalbiert man im Puntte y und erricytet
auf Ax iny das Lot, weldjes den Kreis in B
und C {dyneidet. Derbindet man nody A mit B
und C, fo ijt ABC ein regelmdfiges Dreied.
(Die Beweife fiir dte Ridytigteit diefer und der
folgenden Xonftruttionen mag man felbjt 3u
finden fudjen oder in irgendeinem Lehrbud) der
Planimetrie nadylefen.)

b) Das regelmdfige Diered. Sig. 15.
Wian jieht 3wei aufeinander fentredite Durd)-

meffer und verbindet deren Endpuntte 1 bis4
durd) Sefhnen. Nlan fann uerft in regelmagiger 1

Solge 1—2—3 —4 verbinden. Dann ténnte
man verfudjen, immer je eine Ede ju iiberjdla-
gen, dabei entjtdnde aber feine gefdloffene
Sigur durd) f{dmtlide Eden, Endlid)wdre mog-
lich, abwedyfelnd die Puntte aufeinanderfolgend

§ig.15.

undeinen iiberjlagend su wahlen; aljo 1 —2+4—1+-3—4-2-3-1.
Wirtlid) entjteht eine gefhloffene Sigur (das Quadrat mit den Dia-
gonalen) durd) jamtlidje Puntte. Diefe abwed)felnden Puntifolgen, bei
denen durd) jede Ede mindeftens drei Seiten des Dieleds gehen, follen

I¢

im folgendennidyt weiter beriidfichtigt werden.
Sur Ubung mag fie jedod) ein jeder jelbft hin-
3ufiigen. .
c) Dasregelmifige Siinfed. Sig. 16.
Nad) Ptolemdus tann man fo seidmen. Auf
einem beliebigen Durdymeffer AB erridytet man
das Nlittellot M C. A M halbiert man imPuntte
D und befdyreibt um D mit D C einen Kreis-
bogen, der BM in E {dneidet. Dann ijt die
Strede CE gleid) der gefudyten Siinfedsfeite.
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Man trdgt fie filnfmal in den Kreis ein und erhdlt die Teilpuntte
1 bis 5. Derbindet man fie in ununterbrodiener Reifenfolge, fo er-
1 halt man das regelmdfige Siinfed der Sig. 16.
Jn §ig. 17 ift immer je eine Ede iiberfdlagen.
Dabei entfteht eine {ternformige Sigur, die als
5 Pentagramm, Drudenfuf ufw. befannt iftund
in verfdyiedenen Teufelsfagen eine widytige
Rolle fpielt. Uber{dyldgt man immer 3wei oder
drei Eden, fo erhdlt man nux diefelben Gebilde
wieder. .
3 4 d) Das regelmdfige Sed)sed. Sig. 18.
Sig.17. Man tedgt den Ralbmeffer des Kreifes fedys-
2 mal bintereinanbet in den Xreisumfang als
Sefne ein. Die Teilpuntte verbindet man in
ununterbrodjener Solge Dur&) gleifmafiges
11ber| fhlagen von ein, jwei, drel ufw. Teil-
puntten entftehen feme mexteten regelmafigen
Sedysede. :
e)Das regeImaglge Siebened. §ig.19.
Wie man beweifen fann, ijt es unmdglid, das
regelmdfige Siebened geometrijd) genau mit
5 Sirfel und Lineal 3u fonjtruieren. Aber es gibt
Sig.18. 3ahlreidhe gute Mdherungsléjungen. Eine da-
von, die genau fo fiiv das Meuned, Elfed ujw. verwendet werden fann,
ift die folgende vom Herzog Karl Bernhard vonSadfen-Wei-
mar gefundene. Einen beliebigen Durdymeffer AB teilt man in fieben
gleidhe Stiide. Am Nittelpuntt von AB er- - c
ridtet man einen fenfredyter Halbmeffer
und verldngert ihn um'/; AB bisC. Ebenfo
verldngert man AB um !/, ABiiber A hin-
aus bis D. C verbindet man mit D. Diefe
Gerade fdneidet den Krets in 3wei Puniten. .
Denjenigen, der A am ndd)jten liegt, aljoE,D 4 F
verbindet man immer mit dem von A aus
geredinet dritten Teilpuntt, hier F auf AB. 2
Dann ift EF die gefudyte Sefyne, die fid) an- 4
nihernd ridtig fiebenmal Hintereinander 3
in den Hreis eintragen ldjt. Je nadjdem Sig 19.

™S
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- man bdie Teilpuntte in ununterbrodener Solge (Sig.19) verbindet oder
je einen’ (§ig. 20) oder je 3wei (Sig.21) {iberidldgt, erhdlt man drei ver-

fchiedene regelmdfsi- 7 7 6
5
> 4
3

ge Siebenede.

f) Das rvegel- Z
mafige Adyted.
Sig. 22. Man 3eid)-
net 3wei 3ueinander
fentredyte Durdymef- 2
fer und halbiert die
rediten Wintel mit
Bilfe des 45°: Drei-
edts. Manerhdltzwet
ver{dyiedene regel-
mdpigeAdtededurd)
Derbinden der auf-

einanderfolgenden
Teilpuntte (§ig. 22) °
und durd) Uber{dyla-
gen von je 3weien
(§ig. 23). 3 5

g) Andere re- 4 .
gelmdifige Diel- sig.22. 5ig.23.
ede. Yod) eine gange Reihe von regelmdpigen Dielecten fann mathe-
matifd) genau mit Sirfel und Lineal gefunden werden. Selbftverjtind-
lid) ift, daf man durd) fortgefestes Halbieren der Wintel oder Bogen
die Dieledsreifien: 3,6,12,24,...; 4,8,16,32,...; 5,10,20,40,...
seidnen tann; aber aud) 3. B. dbas 15-Ed und das 17- €k {ind 3u nennen.
Die Selne jur regelmdfgigen Sefnteilung ift iibrigens in §ig. 16 mit
gefunden, da fie gleid) ME ift.

Anmerfung. Die Sehne des regelmifigen
Sehneds wird gewdhnlidy mit Bilfe des ,Bol-
denenSdnittes” gefunden; iiber diefen mdgen
ein paar Worte folgen. Eine Strede AB, Sig. 24,
foll nad) dem Goldenen Sdynitt oder ftetig geteilt
werden, d. h. fo, dof fid) der tleinere Ab{dnitt
jum groferen verhdlt, wie der grofere 3ur gans
) jen Strede. (Nlan fagt audy: der grofere Ab-
4 c ‘B idnmitt ift mittlere Proportionale swifden dem

Sig. 24. leineren und der gangen Strede.) Alfo foll fein

Alu® 526: Meuendorff, Praft Nathematit I 2
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AC:BC=BG:AB. NMan findet den Teilpuntt C, indem man in A auf
AB bdas Cot erridytet und auf ihm AB abtragt, fo dah aljo AH=AB ift.
Tiber AH als Durdymeffer seidynet man einen Kreis, deffen Mlittelpunft M.
man mit B-verbindet. 3t D der Scnittpuntt diefer Geraden mit dem
Kreife, fo hat man nod) BD von B aus auf AB abzutragen, um den ge-
fudyten Teilpunft C 3u finden.y) -

Die Sefne des regelmipigen Sefneds ift gleid) dem grdferen Abjdnitt
des ftetig geteilten Hreishalbmejfjers.

Angeblid) fithrt die {tetige Teilung 3u be:
fonders harmonijdien Gebilden. Bis 3u einem
gewiflen Grabde ift das gewify riditig; aber es
ift ent{djieden 3u vermwerfen, wenn iibereifrige
Ceute nun iiberall in der Yatur und auf guten
®emdlden ftetige Teilungen finden. Wenn man
nur an der riditigen Stelle 3u meffen anfdngt,
— - muf das {dyliellic) redyt hufig gelingen.”) Ein

$ig.25 $i3.26.  Redyted, deffen Seiten Teile einer {tetig geteil:
ten Strede {ind, Sig.25, hat man ein Redted {donfter Sorm genannt.
Anbdere geben einem Redyted, deffen grofere Seite gleidh der Diagonale im
Quadrat aus. der fleineren Seite ift, Sig. 26, diefen Iamen,

4. Die Kegeljdhnitte. Don den frummen Linien hat ja die grofte
Widytigteit der Kreis, allein jhon deshalb, weil man ein fo einfades
Inftrument wie den Sirfel befitgt, um ihn 3u seidnen. Nad) ihm find
befonders die Hegelfdnitte 3u nennen. Sie entftehen, wie ifr Ylame
fagt, als Sdmittfiguren, wenn man durd) einen Kreistegel ivgendeinen
ebenen Snitt legt. Es gibt (von befonderen Sdllen abgefehen, in denen
aud) gerade Linien als Kegelfdnitte aufsufaffen {ind) dvei Arten von
Kegeljdnitten: Parabeln, Ellipfen und Hyperbeln.

" a) DieParabel. Die Puntte einer Parabel haben von einer fejten
Geraden L, der Leitlinie, und einem feften Punit B, dem Brennpuntt,
gleidhen Abjtand (Sig. 27). Davaus ergibt fid) die in derfelben Sigur
angegebene medjanifcye Konjtruftion. An die Leitlinie entlang legt man
ein ineal. Weiter braudt man ein redjtwintlig gebogernes Lineal, an
beffent einem Ende A man einen Saden von der genauen £dnge AC
befejtigt. Aber das andere Ende tnotet man an einem im Brennpuntt B

1) Nad einem befannten Saf aus der Kreislebre ift:
BD:BA=BA:BE,unbd folgliywird (BA—BD):BD=(BE—~BA):BA,
0.5. AC:BD=BD:BA oder AC: BC=BGC:BA, wenn man nod) BD
ourd)y BC erfest. .

2) Um nur ein Beifpiel u nennen: Augenabftand und Mafenlinge des
normalen Menjdjen follen eine jtetig geteilte Strecde ergeben. Nlan vers
fudje felbit, das feft3uftellen.
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eingefdlagenen Mdgeldjen feft. 3n P fest man einen Bleiftift ein, den
man dauernd an das Wintellineal andriidt, indem man jugleid) den
Saden fejt fpannt. Derfdyiebt man nun das Wintellineal an L entlang,
fo befdreibt P eine Parabel,. da in der Tat immer PB=PC ift. Siir
den unteren Teil der Parabel muf man das Wintellineal herumicdlagen.
$allt man von B das Lot auf L, fo erhdlt
man als Sdnittpunft den Sdeitelpuntt S der . I
Hurve. BS ift eine Symmetrielinie, die man die
Adgfe der Parabel nennt. Am wenigiten gut
wird die Seidnung immer in der Ndhe von S
ausfallen. Aber da fann man {id) helfen. Wie
es in jedem Puntte einer Kurve eine geradeLinie,
die Tangente, gibt, die fid) befonders gut an-
{dymiegt, fo gibt es aud ftets einen gan3 bejtimms
ten Kreis fiir jeden Puntt, den Kriimmungstreis,
vont dem ein Bogenftiiddien am beften mit der .
Kurve jufammenfdllt.y) Der Symmetrie wegen
{dmiegt fidy der Hrilmmungstreis im Sdeitel Stg.21.
gan3 befonders gut der Kurve an, fo dafj man dort ein erfheblides Stiic
der Parabel durd) einen Kreisbogen erfelen fann. Hier hat der Kriim-
mungstrets den Halbmeffer 2 - BS. Sein Ulittelpuntt M liegt auf der
Adfe. In-die Sigur ift er eingeseidnet; man {ieht, wieweit er mit der
Parabel jufammenfallt, - '

Es ift nod die Bedeutung des Iamens Brennpuntt juertldren. Be-
findet fid) in B eine Lidtquelle, und dentt man {id) den Parabelbogen
fpiegelnd — Sig. 28 —, fo werden alle Lidytitrahlen parallel sur Adfe
suriidgeworfen. Bet Sdeinwerfern benuft man Spiegel, deren Slidye
durd) Umdrehung einer Parabel um ifre Adfe entftanden ju denfen

- ift. Die Lidtquelle wird im Brennpuntt
angebradyt, fo daf ein eng umgrenstes,

i alfo fefhr felles Biindel paralleler Lidhts
/\ﬂ/ . ~ ftraflen entfteht. Sdngt man umgefehrt
% die parallelen Sonnenftraflen mit einem
\% - 1) Die Tangente gibt die Ridtung an,
AN in der die Xurve an der betreffenden Stelle

weiterlduft, wdahrend der Krilmmungstreis
- angibt, wie {tarf fie an jener Stelle ge-
$ig.28. friommt ift.

2%
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parabolifhen Spiegel fo auf, dafy die Strahlen jur Adfe parallel
find, fo werden fie im Brennpuntt gefammelt und fdnnen dort eine
Entziindung leidit brennbarer Stoffe hervorrufen.

Bwei hiufiger benutste Honftruttionen der Parabelmdgen nod) folgen.
Wenn die Adyfe mit dem Scheitelpuntt S, Sig.29, und irgendein Parabel-
puntt P gegeben {ind, fo 3ieht man durd) P die Patallele zur Adyfe
und erridtet in S das Lot auf der Adfe. Q mdge der SEnittpunit
fein. QP und QS teilt man in gleid) viele unter {id) gleidje Stiice
und 3ieht von S aus nad) den Teilpuntten von PQ Strahlen, wihrend
man durd) die Teilpuntte von Q S Parallelen jur Adyfe legt. Durd) gleidye
Bahlen 3ugeordnete Geraden fdyneiden {id) in den Kurvenpuntten, Tragt
man die Teilabjdynitte iiber Q und P hinaus ab und fonftruiert weiter
wie vorfer, fo erhdlt man die Derldngerung der Parabel beliebig weit
fiber P hinaus. :

Sind — §ig. 30 — 3wei Tangenten mit ihren Beriihrungspuniten A
und B gegeben, fo teilt man AC und BC (C ift der Sdnittpuntt der
Tangenten) in gleid) viele unter fidy gleidhe Stiicfe und bejiffert, wiein
der Sigur angegeben. Entfprediende Punite verbindet man. Diefe Der-
bindungsgeraden umbiillen eine Parabel. Aber aud) die Beriihrungs-
puntte find leidht angugeben. Sie liegen jedesmal im Nlittelpuntt des

o~ e

§ig 29.

jugehdrigen Tangentenftiiddens, aljo 3.B. Z, der Mittelpuntt von XY,
iit der Beriihrungspuntt diefer Tangente. Wieder erhilt man die Der-
ldngerung der Parabel iiber A und B hinaus, wenn man die Teil-
abig)nitte iiber A, B und C hinaus abtrdgt und weiter 3eidhnet wie
vorher.
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b) Die Ellipfe. Die Ellipfe, Sig. 31, ift im Gegenfaly 3ur Parabel
eine gefdyloffene Sigur. Stie befitst 3wei Brennpuntte B, und B,. Befdnbde
fi) in B, eine Lidhtquelle, fo wiirden die von der fpiegelnd gedadyten
Ellipfe suriidgeworfenen Strahlen alle durd) B, laufen. Bei Sliijter-

gewdlben hat man es 3. B. mit Teilen
f ST

von §lddyen 3u tun, die durd) Umdrehung
einer Ellipfeum B, B, entftanden gedacht ‘ ""’“"

werbden fonnen. Ein nahe B, gefiifrtes v
leifes Gefprid) wird in B, und in der i\\i‘:‘%/; .\
\OSSS
<

Ndhe von B, gut und deutlid) 3u ver-
ftehen fein. Die Gerade durdy B, B, it
eine Symmetrielinie der Kurve; fie heifst
die grofge Adyfe. Aber aud) sum Nlittel:
lot auf B,B, liegt die Ellipfe fymme-

trifdy. Diefe Gerade heift die tleine Adyfe.

Bei der Ellipfe ift die Summe der Ab- 7“\
ftdnde jedes beliebigen Kurvenpunttes \—,/ '
ot den Brennpuntten, alfo PB,+ PB, -

gleidh der £dnge der grofen Adyfe. Diefe Sig. 52,
Gigenfdaft filhrt 3ur Sadentonftruttion der Ellipfe. $ig.32. In
den Brennpuntten ftedt man 3wei Madeln feft; um fie herum fdhlingt
man einen jufammengetnoteten Saden. Mit einem Bleiftift den Saden
{tets ftraff gefpannt haltend, umfdhrt man die Brennpuntte. Die Saden-
lange ift offenbar gleid) der grofen Adyfe, vermehrt um den Abftand
der Brennpuntte.

£ Rdufiger ift die Aufgabe, eine El-

d f lipfe 3u zeidynen, deren beide Adyfen
2 gegeben find. Nlan 3ieht durd) die
P i Endpuntte der Adyfen 3u ihnen die

M1 278 )7 Parallelen, Sig. 33. Dann teilt man
/ AMund AB in gleid) viele unter fid

\ gleidje Streden. Die Endpunite der

fleinen Adyfe verbindet man mit den
Teilpuntten. Die Sdynittpuntte gleidy-
3afliger Strahlen find Ellipfenpuntte.
Aud) hier laffen fid) die Kriimmungs-
) C, freife in den Scheiteln, ndmlicy den
$ig 5. Endpuntten der Adfen, leidyt finden.
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Ntan 3teht die Diagonale DE und {dllt auf fie von F das Lot. Die
Sdnittpuntte mit den Adyfen C, und C, find die gefudhten Hritmmungs-
mittelpuntte, umweldedie
Kriimmungstreife 3uigla-
gen find.

Mandyeiner wird indef-
fen die folgende Papiers
ftreifentonfjtruttion
vorzichen. AmRandeeines
Dapierftreifens tragt man
die £dangen OA = a und
OB =10 ab, entweder in
gleider Ridtung (alfo als
Summe), §ig. 34a, oder in

Sig.34. entgegengefester (alfo als
Differen3), §ig. 34b. Der
Tefste Puntt P, den man jedesmal auf dem Seidhenpapier anmertt, be-
{dreibt die Ellipfe, wenn die beiden anderen Punite auf den beiden
Adyfen entlang gefiihrt werden. Auf medanijdiem Wege fiihrt diveft
die hier befdjriebene Konftruttion der Ellipfenzirtel aus, der in
§ig.'35 abgebiloet ift.
Kommt es nur darauf an, eine Kurve ju zeidnen, die anndhernd

$ig. 35. \
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eine elliptijche Sorm fat, ofne alfo genau eine Ellipfe 3u fein, fo fann
man, wie folgt, seidnen. Die Kriimmungstreife in §ig. 32 gehen natiir-
lid) nidt ineinander iiber. Dergrofert p : B
man aber C, D ein wenig und vertiirzt '
dafiir CyE ein Stiiddjen, fo wird man
leidyt 3wei Kreife finden tonnen, diein-
einander laufen. Ulan erhdlt folde

neuen WNlittelpuntte, Sig. 36, wenn G

man wieder die Diagonale AB 3ieht,

dann aber die Wintel DAB und DBA Gy
halbiert und vom Sdnittpunit der Hal-

bierungslinien das Lot auf AB fdllt. $ig. 36.

Diefes £ot {dneidet die Adyfen in den gefudyten NlittelpunttenC, und
C,. Jft die Sigur nicht su langgeftredt, fo werden die Kretfe meijt tat-"
fadylid) ineinandex iibergehen. Wennnidt, jo.geniigt eine geringe Der-
{dhiebung von C,. :

c) Die hyperbel. Weniger widtigift im allgemeinen die Hryperbel.
Sie befteht, Sig. 37, aus 3wei getrennten Sweigen und befigt eben-
falls 3wei Brennpuntte B, und B,. Aud) hier gilt der Sak, dafy Lidyt-
{traflen, die vom einen Brennpunft B, ausgehen, fo suriidgeworfen
werden, dafy fidy ihre Derlingerungen im anderen Brennpuntt B,
{dneiden. Die Lidytftrahlen werden alfo tatfadlidy in einem breiten
Lidyttegel auseinandergeworfen. Spiegel
mit hyperbolijhem Querfdnitt gebraudht
man deshalb 3. B. an den Lofomotiven der
Eifenbafn. Da die Differen3 der Strafhlen
von einem beliebigen Hurvenpuntte P
nad) den Brennpuntten, alfo PB, — PB,
(b3w. PB, — PB,) gleid) der grofzen Adyfe,

namlid) dem Abftande der Sdyeitelpuntte,
ift, fo ergibt {idy die folgende Saden-
fonftruttion, §ig. 38. Lift ein um B,
drefbares Lineal; in B, und Q it ein
Saden befeftigt von der LdngeB, Q — 23,
wenn 2a Ole Ldnge der grofen Adye ift.
JIn P briidt man einen Bleiftift feft an
- das Lineal an, indem man jugleid) den
$ig. 37. Saden ftraff {pannt. Dreht man das
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fineal um By, fo befdreibt P den einen
Byperbelteil.!)

Bei jeder hyperbel gibt es ywei pom NTit-
telpunft ausgefende gerade Linien, die die
Byperbel, wie man {agt, im Unendlidyen be-
riifjren; 0.5. die Xurve ndhert fid) beftdn-
dig diefen Geraden, ofne fie je gan3 3u er-
reidjen (f. §ig. 37). Soldje Geraden nennt
man Afymptoten einer Kurve. Die weit-
aus widytigfte aller Gyperbeln ijt die gleidy-
feitige, bei der die Afymptoten aufein-
ander fenfredyt ftehen. Don diefer fei eine
Honftruttion angegeben, und 3war, wenn
die beiden 3ueinander fenfredyten Afym-
ptotert und ivgendein Puntt P der Kurve ge-
geben find, §ig.39. Durd)P legt man Par-
allelen 3u den Afymptoten und j3ieht von
O aus beliebige Straflen, die die Parallelen
in I, 1; 1I, 2 ufw. {dneiden, Durd) diefe
Schnittpuntte I, 1;11, 2 ufw 3ieht man
ebenfalls Parallelen 3u den Afympto-
ten; dann {ind ihre Sdynittpuntte die ge-
Sig.39. fudyten Kurvenpuntte. Die Puntte des
anderen Hyperbelsweiges liegen fymmetrifd) su O.

5. Ronjtruttionen im Gelinde, Ohne auf die Nefmethoden oder
3nftrumente der Geoddfie eingugehen?), feien nur ein paar einfadite
Aufgaben erwdfnt, die ofne befondere Rilfsmittel gelsft werden. Um
3wifden swei Punften eine gerade Linie abjufteden, {hlagt man an
den Endpuntten jwet Stangen in die Erde und vifiert an der Kante
der einen vorbei sur Hante der anderen finiiber. Ldngs diefer Difier-
linte fpannt man nun eine Shnur aus oder {dldgt Pflode in die Erde.

1) Es ift namlid -

PB,—PB,=QB,-~QP—-PB,=QB,—(QP | PB,)
=0B,—(QB,—2a)=0B,— 0B, -} 2a=2a.

2) Dariiber fiehe Dermeffungs= .und Karteniunde (Au® Bbd. 606 bis
Bb.612). 1. Sdnauder, Geographifde Orisbejtimmung. 2. Eagert,
Eromefjung. 3. Sudow, Landmeffung. 4. hegemann, Ausgleidiungs-

rednung. 5. Ciifdjer, Photogrammetrie und Stereophotogrammetrie.
6. 1u.2 Egerer, Hartenfunde,

[
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0
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Weiter foll im Endpuntt diefer Geraden eine dazu fenfredjte Ge-
rade abgejtedt werden. Daju benuBt man den pythagoreifdhen Lehr-
faB, der 3. B. ausfagt, daf in einem redtwintligen Dreiect die lingite
Seite 5 m lang ift, wenn bdie Sdyentel des redhten Wintels 3 m und
4 m betragen. Denn es ift 32 + 4% = 5% ndmlid) 9 + 16 = 25.
Mlan nimmt daher Orei Latten von 3m, 4m und
5 m L£dnge (jtatt m tonnte man ebenfogut Suf oder
iiberhaupt irgendeine beliebige Cangeneinheit wihlen).
Die 3 m-Latte legt man, Sig. 40, auf die {don ab-
geftecfte Strede von A aus bis D. Die 4 m-£atte legt
man in A und die 5 m-Latte in D an und odreht fie
fo Tange herum, bis fie sufammenjtofen. Dann fteht 4 D
nady dem erwdhnten Lefrafy die 4 m-Latte auf AD $ig-40.
fenfrecht. Wenn man will, fann man ftatt der Latten 3. B. aud) ein
Seil benufen, auf dem die Streden durd) Hnoten abgegrenst find.
llbrtgens haben nad) diefer Nethode fdhon die Agnpter beim Bau der
Pyramiden redyte Winfel abgeftedt.

Eine Ellipfe 3eidynet man nady der oben bejdriebenen Sadenfonftrut:
tion, indem man 3wei Pflode in die Erde jhldgt, ein Seil herum:
legt, verfnotet und mit einem Stabe die G[Iipie in die Erde 3eidnet.
Rat man nur einen Pflod {tatt der jwei, fo entftebt felbftoerftand-
lidh ein Kreis, der alfo nidyts anbderes ift als eine Ellipfe, bei der
die Btennpunfte sufammengefallen {ind.

6. Tangentenfonitruttionen, Es wiivde 3u weit fiihren, wenn hier
nod) die Tangentenfonftruttionen an beftimmte Kuvven, 3. B. Parabel,
Ellipje, uperbel angegeben werden follten. Sdlieflic) fommen foldhe
Hufgaben aud) feltener vor. Dagegen mag es lofnen, diefe Konftrut-
tionen fiir gan3 beliebige Xurven, weldje nur geseidhnet vorliegen,
ansugeben.

a) §ig. 41. 3Im Puntte P einer gan3 beliebigen Kurve ijt die Tan-
gente 3u 3eidnen.’) Ulan 3ieht von P aus eine Reihe Sehnen, welde

~ die Kurve in A, B, C ufw. fdynei-
N\ den. Auf den verldngerten Sehnen

\a tragt man von A, B, Cujw. aus
5 | =~ _  immer nad) derfelben Seite eine
v BT RS @ T 7 "X beliebige fonftante Strede a ab
1) Wad) R. NMehmie, Ceitfaden 3.
D Sig. 41. graphijden Redmen. Leipsig 1917.
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und verbindet die Endpuntte durd) eine

. Bilfsturve k. Dann befdreibt man um P
einen Hreisbogen mit dem Balbmeffer a,
T _ weldjer k in Q {dneidet. Die Derbin-

dungsgerade P Q ift die gefudyte Tangente.
Sig-42. : b) Sig. 42. Man tann fid) 3ur Lofung
ber Aufgabe eines Spiegellineals?) bedienen. Wie die Sigur jeigt,
felit man den Spiegel, der von einer blant polierten Metallflddye ge-
bildet wird, in a an. Das Spiegelbild der Kurve bildet im allgemei-
nen einen deutlidien Knid mit der Kuroe felbft in a. NMan dreht es fo
lange, bis in a das Spiegelbild ftetig in die Kurve iibergeht. Die
Spiegeltante jteht dann auf der gefudyten Tangentenridhtung jentredyt.
Diefes £of, ITormale genannt, seidynet man und findet daraus un-
mittelbar die Tangente. :

c) .Sig. 43. An eine beliebige
Kurve ift eine Tangente gejogen.
Es ift der Beriihrungspuntt ju er-
mitteln. 3In beliebigen Puntten A,
B, C ufw. 3u beiden Seiten der ge-
gebenenTangente 3iehe man weitere
Tangenten. Auf ihnen trage man von A, B, C ufw. aus eine beliebige,
aber fonftante Strede a ab, deren Endpuntte man durd) eine Bilfs-
furve k verbindet. k {dneide die gegebene Tangente in Q; dann be:
fdreibt man mit a um Q einen Kreisbogen, der die Kurve im ge
fudhten Beriihrungspuntt P {dneibdet.

7. Graphifde Interpolation. Im erften Teile wurde gezeigt, wie
man Sunitionen graphifd) aufseidnet und aus dem fo gegeidhneten
Diagramm beliebig viele Werte der Sunttion ablefen fann. In diefer
und der ndditen Mummer follen Kurven{daren, die Bilder von Sunt-
tionen find, behandelt werden. Dabei wird es fid) nur um Sunttionen
handeln, diegefesmafigvoneinander abhdngen, fo dafy aud) die Kurven-
{dharen eine gefeymdpige Anordnung erhalten. Suerft fei der Sall
betradytet, daf durd) Derfud) oder Einzelberedinung (alfo ohne eine
gemeinfame mathematifdye Sormel) eine gewiffe Anzahl von Puntt-
ten einer jeden Kurve gefunden ift. Sur Eclduterung des Solgenden
diene Sig. 44. €s jei aber ausdriidlid) bemertt, daf gerade dies Bei-
fpiel gewdhlt wurbde, weil es einfad), iiberfidtlihy und leiht nad3u-
1) Spiegellineal von Reufd.
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jeidynen ift. Da- o0 VT ve LT
gegen foll dieHer= . . :
tunft und Bedew= 5
tung der Bahlen nm
aufjer  Betrad)t o
bleiben. 150000
Naddem die ™
betannten Puntte
jeder Kurve eint: £ 0
ge3gi&)net finb (in g 100000
der Sigur wegge- = 0o

Taffen), verbindets 0w ‘\\ ABZi y
man fie nad) dem "™ e T 4
Augenmaf mogs INES =R R A A ;

lihit gqut durdy 5y ’ ERLHEE 5
ftetige  Hurvem. . g y '

Sind ndmlidy die 2m Y pEs
Werte durd) Der: 1o H A

fudje oder unab- IR S R TRV TR TR,
h&ngige Gin3e[be= $ig.44. Gebiifren in Hundertiteln der Baujumme.

red)nungen gewontten, fo werbden fie natiirlid) nie genau auf glatt ver-
Taufenden Kurven liegen. Jetst mdge man wiffen, daf3 im Beifpiel die Abs
ftufungen 3wifden den Kurven I und I1, I und 111, M und IV immer gleid),
bagegen 3wifdjen IV und V doppelt fo grof3 wie bei jenen find. Daher
miiffen die Abftande 3wijden den Kurven ftetig verlaufen.’) Das benupt
man, um graphifd eine Kurvenausgleidung durdjufiihren. Nan
Tegt eine Reihe von horizontalen Sdynitten; in der Sigur ijt ein foldjer
in der Hohe 30000 eingezeidynet. Injedem Scnittpuntt mit den Kur-
‘pen errichtet man das Lot und trdgt auf jedem in beliebiger Ldngen-
einfeit Strecen ab, die der Abftufung entfprecien. Alfo hier inl 1 cm,

1) Um nod) deutlidher ju 3eigen, was unter gleimagiger Abltufung
au verftefen ijt, fei nod) ein anderes Beifpiel gewdfhlt. Um die Abnahme
des Cuftgewidyts fiber dem Erdboden 3u bejtimmen, werde dasfelbe im Laufe
eines Tages von Stunde 3u Stunde gemeffen, und 3war an mehreren Puniten,
die je 10 m Rohenunterjdhied befifgen. Seidynet man fiir jeden Beobaditungse
ort die Luftgemidytsturve abhingig von der Seit auf, fo erhdlt man eine
Kuroen{dar, bei der ebenfalls die Abjtufung von Xurve 3u Kurve gleid)
grofy ift. Nan iiberlege, wie das Solgende abjudndern wdre, wenn dle
Beobaditungsorte beliebige, aber natiirlid) betannte Abftdnde hitten.
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inll 2 cm, in Il 3 cm, in 1V 4 cm, aber in V 6 cm. Die durdy Null-
freife angedeutetert Endpunite verbindet man durdy eine ftetige Kuroe,
bie im Beifpiel befonders einfad) eine gerade inie ift. Natiirlih) wer:
ben die Endpuntte unddit nidit genau auf einer ftetigen Kurve liegen.
Wlan benuit vielmefhr gerade umgetefrt die jeBige Hurve, um die
Kurvenfdjar 3u verbeffern, in dem man die neu gefundenen Sdnitt-
puntte herunterlotet. Derbefjert man die Kurvenfdar durdy eine Reife
foldjer Sdynitte, fo wird dadurdy die Gefefymdfigteit von Kuroe 3u
Hurve gefidjert. ’

Anmerfung 1. 3In anderen Beifpiclen wird man beffer {tatt der ho-
rigontalen vertifale Scinitte oder aud) fdjrdge in irgendeiner paffenden
Ridjtung legen.

Anmertung 2. 3In der Sigur folgt aus der Geradlinigteit der Hilfs-
turven natiirlid), daf die horizontalen Ab{dnitte von Kurve 3u Kurve eins
ander gleid) {ind. Trogdem foll wie im allgemeinften Sall weitergearbeitet
werden. Als Ubungsaufgabe empfieRlt fid) das Beifpiel gerade deshalb, weil
jene Gleidyheit der Abftdnde geftattet, die Genauigkeit der Seidnung nad-
jupriifen. .

Die Bilfsturven tonnen weiter als Interpolationsturven vers
wendet werden. Nan foll 3wijden IV und V eine neue Kurve [Va dies-
mal in gleidher Abftufung wie alleiibrigen einfdalten. Diefer KurvelVa
entfpricyt caber der Snittpuntt der Interpolationsturve im Abftand
5 cm, 0. 0. alfo in der Hohe 80000. Diefen Puntt lotet man auf die
Sdnittgerade in §ohe 30 000 herunter und findet damit einen Puntt
ber Kurve [Va. Statt fo in mefreven Sdnitthhen fortzufafren, fei nod)
eine andere Nlethode angegeben.

JIn der Mebenfigur redyts ijt jede Hurve der Sdar in gewiffer Weife
auf je einer Dertifalen dargeftellt. Diefe Geraden {ind in Abftdnden
von je 1 cm, b3w. wifden IV und V von 2 cm angenomten, den Ab.
{tufungen entfpredjend. Mun lotet man Kurvenpuntte, die nad irgend:
einem Gefef ausgewdlt find, auf die Dertitalen feriiber; hier find
bie Scnittpuntte mit den von 5cm 3u 5 cm eingeseichneten lotrechten
®eraden genommen. Sufammengehdrige Puntte verbindet man durd)
ftetige Bilfsturven, indem man mit den Sdynitten in Hiohe 200000 be-
ginnend diefenigen einander juordnet, die von dort je 5cm, je 10 cm
ujw. entfernt {dneiden.

- Jeit legt man in die Mitte 3wifdyen IV und V die neue Dertitale IVa,
beven Sdnittpuntt mit den Interpolationsturven durd) Nulltreife be-
seidinet find. Die neue Kurve [Va findet man durdy Reriiberloten diefer
Puntte auf die entfpredjenden lotredyten Geraden im Abftande von 5cm
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3u 5 cm. Dazu muf allerdings irgendein Anfangspuntt betannt fein,
hier der Nlittelpuntt 3wijdhen IV und V in der Hdhe 200000. Wire
fold) ein Anfangspunit nidit gegeben, fo tnnte man den nad) dem
erften Derfafren in der Hohe 30000 gefundenen Puntt sum Ausgangs-
puntt nehmen, indem man von redyts jeine beiden benadybarten Puntte
juerft Reriiberlotet und daran anfdliefend von 5 cm 3u 5 cm fort-
{dhreitet. Grwdfnt fei nod), daB man die neuen Interpolationsturven
ebenfogut wie die fritheren 3ur Derbefferung der urfpriinglichen Kurven
benuien fann.

Man fann wofl fagen, daf es im allgemeinen uverldfjiger gelingt,
eine Sdhar gefemdpig verbundener Kurven graphifdy darzujtellen, als
ourd) empirifdy gefundene Puntte, die immer mehr oder minder zer-
ftreut liegen, eine einjelne Kurve 3u legen.

8. Die ltomographie, In neuefter Seit haben fid) graphifdye Metho-
ben ein neues widtiges Gebiet erobert. Mamentlid) von dem franss-
fijdjen Nathematiter NT.0' O cagne') ausgefend, verbreitet fidy immer
melr ein neuer Sweig angewandter mathematiidher Wiffenfdaft: die
Nomographie, die fich -damit befddftigt, moglidhit einfache und leicht
verwendbare graphifdie Redjentafeln herzuftellen, die den Mamen Mo-
mogramme erhalten haben.

Die Sadje wird fogleid) an folgendem Beifpiele verftindlid) werden.
Nan foll die Gleiung x*— 8x+ 10=10
[6fen, . . Sahlenfuden, die, in die linte Seite eingefetyt, den Ausdrudt ju
NMull madjen. Nlan t6nunte verfudien, durd) Ausprobieren sum Siel 3u
p" 4 fommen, indem man 3unddft beliebige Werte fiir x ein-

fefit und fiir diefe den Ausdrud der linfen Seite beredy-
net. Ulan betradytet alfo x*— 8x+ 10 als eine Sunt:
tion von x, die etwa 3ur Abtiirsung mit y beseidynet
| werbe. & fommt dann alles darauf an, denjenigen
Wert der Dariablen x 3u finden, fiir den y Null wird.
3n der Tabelle find einige 3ujammengehorige Werte
berechnet, und in Sig. 45 ift in befannter Weife das
Diagramm der Sunftion gezeidynet. Die Kurve {dynei-
ufw bet die x-Adyfe in 3wei Puntten x, = 1,6 und x, — 6,4.
3n diefen Puntten ijt ja aber y = 0; alfo {ind damit

—

COUNTIOUTINNOD
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1)’ M. & Ocagne, Calcul graphique et nomographie, Paris 1908;
{tehe aud) Cudey, Einfithrung in die Ttomographie I Teil. Die Sunttions=
leiter. II Teil. Die Seidnung als Redjenmafdyine (NMathematifdye Bibliothet).
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sugleid) jwei £ofungen der Gleidiurig gefun-.
den. Da jede Gleidjung 3weiten Grades aud
nur jwei £6{ungen befigen tann, fo ift die Auf:
gabe vollftandig erledigt. Offenbar fann jede
beliebige Gleidung ebenfo behandelt werden,
Aber man beadjte wofl, daffiir jede einzelne
®leidiung eine neue Tabelle beredynet und ein
neues Diagramm geseidynet werden muf.
Nun tonnfe man aber fragen, ob es nidt
méglid) ijt, eine graphifde Tabelle 3u 3eid)-
nen, aus der-man die Lojungen aller quadra-
tifdhen Gleidungen ofne jedesmal neue Redh-
Sig. 45. nung fertig ablefen fann. Sold) eine Tabelle
nennt man eben ein Momogramm. 3n der Tat fann man fehr leicht
diefe Aufgabe erfiillen. Dte Gleidiung Heigt alfo in ganj aIIgemeiner~
Sorm xX*+ax+b =0,
worin fiir a und b jede beliebige pofitive unb negative 3ahl geiegt
werden fann. Da a und. b variable Grdfen find, o benuht man ein
Adyfentreus mit den a-Werten auf der horizontalen und den b-Werten
auf der vertitalen Adfe, Und man eidnet darin einfad) die Kuroen,
die fid) ergeben, wenn man der Reihe nad) fiir x die Werte 1, 2, 3...,
—1,—2,—3...einfetst; aljodie Xurven1 +a+b=0,4+2a+b=0,
9+ 3a+ b =0 ufw. Das {ind aber gerade Linien, weil immer a
und b nur -in der erften Potens vorfommen. So ergibt fich Sig. 46.
TJede Gerade erhilt als Xote, wie man fagt, den Wert von x, 3u dem
{ie gehort, angefdyrieben. Ritte man jegt 3. B. ein Wertepaaraund b
deffen. zugehoriger Puntt auf
die Gerade mit der Kote 3 fdllt,
fo wiirde das Odod)y Heifgen:
x =3 ift eine £ojung diefer
quadratifdien Gleidjung. Oder
um fogleid) ein Beifpiel 3u neh-
men: in der Gleidungx®-1,1x
—3=01t a=—11 undb
= — 3. Der Punft P (- 1,1
— 3) liegt 3wifdien den Gera-
den 4+ 2 und 4 3 einerfeits
und — 1 und — 2 anderfeits. !
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Durd) Ab- 8 — — 8
fhdgenfin: 3 3
det man x;, 7 3 £ 7
=+2,4,x, E o
=—13 ° 3 2
Moy ane 5 3 =
deren we: 3 E
niger ein: 4 E- 4
faden Der- 3 3
fafren laf- 3 3 £ 3
fen fid) frei- N 3 3 \
[id) wefent- E 3
lig beffere , 3 .
Nomo- 3 =
gramme o 3 = o
fonftruie: E E
ren. Nlan - 3 £
tann fjtatt 3 =
der 3uein- 3 3
ander fent: , 3 E 3
redtenwet 3 E
juetnander -4 = -4
parallele E 3
Adyfenfiira -* 3 £ S
und b wih 3 E
len.3n Sig. ~° 2 3 ¢
47 lints a, ,, 3 E
redts b, 3 E-
Dann  ge: -g 3 £ -g

lingt es fo um;ured)nen, ba% man ftatt der vielen Geraden mit ihren
Hoten Puntie auf einer Kurve erhdlt. Allerdings findet man dann um-
gefehrt die £o{ungen jtatt ineinem Puntte auf einer Geraden. Dod) ein
Beifpiel wird beffer die Benuung bes Momogramms erfldren. 3n der

Sigur ift die £6fung der Gleidyung x*

3,6x+ 1,5 =0 angedeutet. Auf

der Geraden lints judht man den Puntt a = — 3,5 und redhts den Puntt

1) Nidyt beriidfidtigt ind dieimagindren £ojungen, fiir welde einanderes
Momogramm gezeidynet werden miifte. So fdnnen 3. B.im Puntte Q, weldjer
jur Gleiung x*+2x+3=0 gehort, feine Lofungen abgelefen werden.
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b = 1,5. Beide verbindet man durd) die geftridyelt geseidinete Gerade,
weldje die Kurve in den gefudyten Puntten x; = 3, x, = 0,5 {dyneidet.)

Die Honftruftion braudybarer Iomogramme ift uweilen nidyt ein-
fad). Darauf fommt es gar nidit an; entjdeidend ijt allein die be-
queme Derwendbarfeit. Die Berednung und Honftruttion wird man
im allgemeinen dem Mathematiter iiberlaffen, wenn man nur weif,

sév wie die Tafel 3u benufen ift. In der
nt Tat find Momogramme Heute in den
i 4 verjdyiedeniten Sormen vielfad) mit
st medjanifder Einftellvorridytung weit
*“% verbreitet.
a Gine turse Befpredung fei nod
o einem der widytigften Biljsmittel der
o NMomographie, der Sunttions-
4 ftala, gewidmet. 3n §ig. 48 ijt eine
TE 3y 5 Cabelle der Murieln aller Sahlen
oder aud), was ja auf dasfelbe Her-
austommt, der Quadrate aller 3af-

Sig. 48. len geseidynet. Dabei {ind auf der
horigontalen Adfe gleije Streden abgetragen und mit 1,2, 3,. ..
begeidynet. Auf der vertitalen Adyfe find swar aud) gleidje Streden ab-
getragen, aber fogleid) mit den Quabdraten der abgetragenen Stredfen
bejeidinet, alfo mit 1%, 22 3% ... oder 1, 4, 9, ... Damit liegen die
Puntte sujammengehoriger Werte der Kurve y = x? nidyt wie fonft
auf einer Pavabel, fondern einfadjer auf einer unter 45° geneigten ge-
raden Linie. Sum Ablefen tonnte man Lote erridyten, oder man benukt
beffer, wie es in der Sigur angedeutet ift, eine Selluloidplatte, auf weldyer
3wet fenfredite Geraden und eine durd) den Snittpuntt gehende unter
45° genetgte Gerade eingerifit find. Die von der Platte verdedten Teile
der Tabelle find, um dies anzudeuten, gejtridelt gezeichnet. Die Platten
legt man fo aufeinander, dah die geneigten Geraden der Platte und
der Tabelle sufammenfallen, wihrend die fentredyten Geraden durd)
bie gefudyten Teilpuntte gehen. In der Sigur lieft man ab Y61 =7,8
oder aud) 7,82= 61.

1) Siir die negativen Werte tnnte man eine 3weite Kurve 3eidynen (tate
{ad)lidh find es die beiden Sweige einer Ryperbel). Nan fann fid) aber aud)
fo helfen, dbah man fiir x den Wert — x fest, alfo x2—ax + b =0 [6]t und
bdamit fiir — x pofitive Werte, fomit fiir x felbjt die negativen Werte findet. -
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Widytig am Beifpiel ift der Gedante, der auf der vertitalen Ade
verwirtlidyt ift, wo die Sahlen nidyt die abgetragenen Léngen bedeu=
ten; vielmehr fteht 3. B, ftatt 8 die Sahl 64, deren Wursel alfo 8 ift.
it andeven Worten: es find Sunftionswerte abgetragen, aber die Werte
ber Dariabeln angefdyrieben. Hier ift 8 =1/64 oder allgemein y= Vb;
y ift abgetragen, aber b ijt angefdjrieben. (Aus der Kurvengleidjung
b = x® wird daher y =+ x, d. 1. die Gleihung von Geradern.) Sold
eine Teilung Reift eine Sunttionsjfala.

Der Nusen ift der, dak man einfadere Kurven als Bilder der Sunt-
tionen erhdlt — im Beifpiel eine gerabde Linie jtatt einer Parabel, Der
Nadyteil befteht in der wefentlid) jdhwierigeren Ablefung der Swijdjen-
werte, die ja nidyt proportional eingefdaltet werden diirfen. Befonders
hdufig wird die logarithmifdye Teilung, die aud) der Redjen{dyieber tréigt,
verwenbet. Eines der befannteften Beifpiele einer Sunttionsitala hat
bie alte Mertatortarte. Der Seemann fdhrt am beften (wenn aud)
nidyt am {dnelljten) von einem Ort 3um anderen, wenn er immer den-
felben Hurs beibehalten fann, . f). immer in derfelben Meigung 3u den
£dngengraden. Sold) eine Kurve, die er dann 3uriidlegt, heifit eine
Lorodrome. Auf einer gewdhnliden Karte wdre das eine Frumme
£inie. Wenn man aber die Breitentreife nidyt in gleidien Abftéanden
seidynet, fondern die Abftinde nad) einer beftimmten logarithmifden-
Teilung wadfend, fo Tann man erreiden, daf die Soxodromen gerade
Linien wevrden. Und das ift es, was der Seemann gebrauden fann.
(Allerdings werden dann die Bilder der Lander jtart verserrt.) IIll
er auf der Harte feinen Hurs vom einen Hafen 3um andeven ablefen,
fo hat er fie einfad) durd) eine gerade Linie 3u verbinden.

Auf Momogrammen wird man fehr haufig Sunttionsftalen finden.
Das erfdwert bei einiger Ubung die Ablefungen nur wenig. Jeden-
falls ift die weitefte Derbreitung folder Tafeln, die fiir die ver{dyieden-
ften Swede des tdglidien Lebens redyt braudbar {ind, fehr 3u emp-
fehlen. Der Xaufmann, der Baumeifter, der Ingenieur und viele andere
follten fidy fiir thre befonderen Swede jaflreide Momogramme 3eidy-
nen laffen.

9, Ahnlidyreit, Ghnlidie Dergrdferung und Verfleinerung. Sollen
natiirlige Gegenftdnde in irgendeiner Sorm nadygebildet werbden, jo
ift man felten in der Lage, die wafre Grofe beizubehalten. Man wird
meift vergroBern oder vertleinern miiffen. Natiixlidy, wird man fagen,
muf die Gréfendnderung fo vorgenommen werbden, daff Gegenjtand

ANu® 526: Weuendorff, Praft. Mathematit I 3
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und ABBIld fidy ,dfhnlidy” bleiben. Was ift nun eigentlid) unter Afnlidy-
feit ju verjtehen?

So foll 3. B. von einem Denfmal eine verfleinerte I’(ad)btlbung fer=
geftellt werden. Dann muf eben aIIes, wird man jordern, im felben
Derhdltnis vertleinert werden, etwa im Mafftab 1:10. 3jt das Dent-
mal 8 m bod), fo mufy folglidy die HMadybildung 80 cm hod) werden
ujw. Wie aber weiter? Braudt man aud) den 3ehnten Teil an Bronze?
Obder wenn ein Teil am Dentmal vergoldet ift, wird man jeht aud
denzehnten Teilvom Gold nef)menmuffen? Mitanbderen Worten: werden
aud) Infhalt und Oberfladye im Derhdltnis 1:10 verfleinert? Das ift
nun feineswegs der Sall.

Eines ift fider: alle £ﬁngenmase follen im Derhdltnis 1:10 vers
fleinert fein. Wenn aber 3. B. bei einem Redyted, deffen Inhalt Ldnge
>< Breite ift, £dnge und Breite im Derhdltnis 1: 10 verf[emert wetrden,
bann wird ja der neue Inhalt ; Cdnge >< % Breite, alfo ;55 vom alten
JInhalt, Und das gilt von 1eber Slad)e uberbaupt (tl’)te fpatet geseigt
wird, fann man fid) {dlieflidy jede Slidye beliebig genau aus lauter
ermen Redytecen oder Quadraten sufammengefest denten.) Bei einem
Korper tommt nod als drittes NMaf die Hohe Hhinzy, die au&) no&) um

L vertleinert wird. Der Horperinhalt nimmt alfo fogar um &% =15
ab Das Ergebnis filr das Beifpiel und 3ugIe1cI) in allgemeiner Sorm aus-
gefprodyen ift alfo: bei einer Dertleinerung im Nlafftab 1:10 b3w. 1:n

it die Cdangendnderung 1:10  obder 1:n,
die Slddiendnderung 1:100 oder I:n2,
ie Korperdnderung 1:1000 oder 1:n.
HIfo braud)t man bei der Nadybildung des Dentmals, wenn man nur

L Riohe, Breite ufw. nimmt, fiiv die Dergoldung (die ebenjo {tart wie
betm Dentmal felbft fein foll) 1:100 an Gold und an Bronze gar
nur 1:1000 von der fiir das Dentmal felbft verwendeten Ulenge.

Es it befannt, dafy Inhalte groBerer Gefige meift 3u tlein gejdyiht
werden. An ein befanntes NMaf im Gedddtnis antniipfend, {hdkt man
ab, wieviel groger die £angenmaBe geworden find, und vergipt leidyt
gang, daf das Kérpermap in viel grogerem Derhdltnis gemad)fen ift,
Sei 3. B. ein Litermafy gegeben. Welden Inhalt faft ein Gefdl, das
doppelt fo hod) und doppelt fo breit tft? Mun 8 1, ndmlid) 28 malfo viel.
In Sig. 49 erfennt man wohl, daf in einen Wiirfel mit doppelt fo gro&er-
Kantenldnge 8 von der einfadjen Lange Hineingehen. Ebenfo wird eine
Kegeltugel adytmal fo {dwer, wenn man den Durdymeffer verdoppelt.
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Nimmt man dagegen ein doppelt fo breites,
aber nur ebenfo hohes Befify wie jentes Liter- = 1
mag, foift nur die Bodenflddhe dhnlid) vergrofert; |1, | |} |
alfo faht das neue Gefdf 41, ndmlidy 2? mal A= —
mefr als 3uvor. . ol

Das Wefentlidie der Abnlidyteit befteht alfo '%j_— 17—
darin, daf alle Lingen in demfelben Derhdltnis
gedndert werden, wdhrend die Lage der Stiide Sig: 49.
3ueinander, d.1. alle Wintel diefelben bleiben. Am einfachiten und wid)-
tigften ijt die dhnliche Derwandlung in der Ebene. In §ig. 50 fei das
beliebige Dieled ABCDE gegeben. Gs foll im Derfdltnis 3: 1 ver-
grofert werden. Man 3teht von einem beliebigen Puntte Z aus, dem
Afnlidteitszentrum, Straflen burd) A, B, C,D und E. Danntrigt
man von Z aus die Strede ZA dreimal ab bis A,. Durd) A, 3ieft
man die Pavallelen 3u AB und AE bis an die verldngerten Strahlen ZB
und ZE. Durd) die neuen Punite B, und :

E, 3ieht man die Parallelen 3u BC und A
'ED ujw., bis man das neue Diele¢ A, B, C;
D, E, erhdlt. Die Dieledtefind dhnlidy, wofiir
man {dreibt ABCDE ~ A,B,C,D,E,. Z
Wiendmlid) aus der Geometrie betannt ift,
folgt aus der KonftruttionZB, — 3- Z B,
ZE, = 3-ZE ujw. aber aud) A, B, —
3-AB,B,C,=3-BC ujw. Die Winfel
bleiben gleid), weil ja fdmtlide Seiten einander parallel Taufen.

Es gilt aber-aud fiir jeden beliebigen Swifdenftrahl ZX, 008 ZX, =
3 - ZX ijt. Deshalb tann man in genau derfelben Weife jede frumms-
linig begrenste Sigur vergrdfern, indemman beliebig viele foldyer Straf-
len ZX;, =3 - ZX 3eidynet und alle Endpunite durd) eine Kurve ver-
bindet. Je mehr Puntte der neuen Kurve fonjtruiert werden, um fo
genauer wird die Afnlidyfeit wirtlid) erveidyt werden.

Beffer ift es in diefem Salle, wenn man das befannte Injtrument
ben Stord)fdynabel oder Pantographen verwendet, der fdon im
Jafhre 1631 von dem Jefuitenpater Sdyeiner fonjtruiert worden ift.
Man dente fid) — S$ig. 51 — ein Parallelogramm, deffen vier Eden
burd) Sdarniere drehbar verbunbden find. AB ift ein fiinfter Stab,
der auf den Seiten PC und DF ver{djoben werden fann. 3In Z be-
findet fid) auf A B ver|djiebbar ein Seidjenftift, der fo eingeftellt werden

3%

Sig.50.
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P L D muf, daf er auf der Geraden PF liegt.
Mag man nun dasParallelogramm ver-
{dyieben und Orehen, wie man will,
immer bleibt dann Z auf der Geraden
PF, und 3war fo, daf aud) das Derhdlt-
nis PZ:PF unverdndert bleibt, denn
es ift offenbar gleih PB:PC. Uadt
, man deshalb P sum Afnlidyfeitszentrum
¢ F und umfdhrt mit F eine Sigur, die ver-
Sig-51. Heinert werden foll, fo 3eidinet Z diefe
Dertleinerung im Derhdltnis PZ:PF = PB:PC auf. In Sig. 52 it
der fertige Apparat abgebildet. Die Anordnung ift diefelbe wie in
$ig.51, nur ijt die iiberfliiffige Seite CF fortgefallen. Auf PB, AR
und AB {ind Teilungen -angebradyt, die jo eingeridytet find, daf man
einerfeits das Derfleinerungsverfhdltnis ablieft, und dafy anderfeits Z
ftets auf PF liegt, wenn A, B und Z auf gleidje Sahlen eingeftellt {ind.
Dergroferungen fiilhrt man aus, indem man die gegebene Sigur mit
Z umfahrt und mit F seidnet.?)

H.FISCHER X.A:

1) 3Im BHandel erhiltlidy find nod) einfadjere Ausfithrungen desfelben
Apparates, die aber immer nad) demfelben Grundgedanten fonjtruiert find.
Erwdhnt fei, dafy es audy Apparate 3um Dergrofern und Dertleinern fors
perlidier Gegenftiinde gibt, die 3. B. der Bildhauer benugt.
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3m prattifden Leben werden dfhnlidhe Dermandlungen fefr Haufig
angewenbdet. Diele Apparate beruhen darauf. Hier mag nod) auf eine
Art des Sdfens von Entfernungen fhingewiefen werden, die bei
einiger Ubung siemlid) suverldffige Ergebniffe liefert. Man ftrede den
frm aus und Ralte die Hand den Daumen nady oben geftredt fo, daf
ber Daumen mitten jwifden beiden Augen fid) befindet. 3n Sig. 53
{eiert pon oben gefehen A, und

A, die beiden Augen und D , . ' . g
der Daumen. Jeptvifiert man ="’

etnmal mit A;, dann mit A, 4z )
itber den Daumen Hinweg Sig.53.

nad) 3wei gleidyweit entfernten Puntten P und Q, deren Abftand be-
fannt oder dod) mit einiger Suverldffigteit abgejdilt werden fann.
Tun weif man aber, daf d = 10 - a ift, folglid) ift aud) x=10-PQ.
Alfo tann man aus der Ldange PQ fogleid) den Abftand von PQ er-
mitteln.?) ‘

3um Sqluf nod) einiges iiber die Derfleinerungen geographijdier
Harten. Ambetannteften find wohldiefogenannten Wieftijdyblatter (Ori-
ginal-Neftijdaufnahmen des Generalftabes) im Naf{tab 1:25000
und die Generalftabstarte des Deutiden Reidhes im Nafitab 1:100 000.
Die erfte Srage wird immer fein: Weldje Erdentfernung ift gleid) 1 cm
oder I mm Kartenentfernung und umgelehrt, welde Kartenentfernung
ftellt 1 km Evdentfernung dar?

a) Mafitab 1:25000.

1 cm bder Harte wird 25000 - 1cm = 250m auf der Erde,
Imm - ® = 25000 - 1mm = 25m

= Karte.

1) €s fommt wefentlid) darauf an, den Daumen ridytig 3u halten, damit
wirflid) d = 10a wird. Um das 3u erreiden, wird man die ridtige Stellung
des Daumens vorher bei gut ausgemeffenen Entfernungen durd) mehrfade
Derfudje ermitteln miiffen. Wahe Entfernungen, oder wenn riidmwdrtige Ent-
fernungen betannt find, {ddst man in fefr einfader Weife fo. Nlan vifiert
mit einem Auge den Punft an, deffen Entfernung gefudit wird, entweder
wieder {iber den ausgeftredten Daumen Rinweg oder aud), indem man
den Hopf neigt, am BRuirand entlang. Jehit dreht man fid), ofjne die
Haltung 3u dndern, nad) der Seite um, wolhin die Entfernungen befannt
{ind obder abgefdritten werden fonnen (120 Sdyritte =100 m). Die Ent-
fernung bes jesit anvifierten Punttes ift offenbar genau gleid) der gejudyten
Entfernung. :
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b) Maf{tab 1:100000. ,
1 cm bder Karte wird 100000 - 1cm = 1km auf der Erde,
1 mm - = = 100000 1mm=100m == =
1 km aufder Erde - 100000 cm:100000=1cm - - Karte.
3n derfelben eife redhnet man jeden anderen Nafitab um.

Ntan seidnet in der Regel auf dte Karten Mafftdbe auf, die diefen
Derhdltniffen entfpredjen. €s find im friiheren Sinne Sunttionsftalen

L o | einfadyfter Art, indem man 3. B.

— = ] im Salle a) 4 cm abtrdgt, aber

g 5029 . 1000°™ 1 'km oder 1000 m anjdyreibt,
1G. 04,

wie in §ig.54 angedeutet. Sol-

T dellakitdbe fiir alle mdgliden
¢ ———— Dertleinerungsverhiltniffe find

|+
|+
L4
L1
| A

\ \
T T U ibrigens im Bandel Huflid).
= \\ \\ \\ \\ \\ \L \\ \\ Y| Genauere Ablefungen erhdlt
0 100 200 300 400 500 600 700 500 960 1o0omMman mit einem lafftab, wie
B C §ig. 55. - ihn §ig. 55 3eigt. Man betradyte
darin das Dreied AB C. Die hohe AB ift in 3eln gleidie Abjdnitte ge-
teilt. Da BC =100 m ift, fo ift jeber der parallelen Teiljtridie um
15+ 100 =10 m fiirzer als der vorfergehende. Die Mafe von unten
nad) oben find daher 100 m, 90 m, 80 m ufw., 10 m. Sollen 3. B.
730 m abgemeffen werbden, fo geht man auf der 700-Linie nad) oben

bis gum odritten Teiljtrid). Aljo ift XY = 730 m.

1L Abjdynitt.
ProjeRtionslefhre.

1. Einleitung. 3m Bilde feftsufalten, was das Auge fieht, hat der
enfd) fid) feit den urdlteften Seiten bemiiht. Aber es ift ein weiter
Weg von den hohlenzeidynungen unferer wilden Dorfafhren bis ju den
Beidynungen, Gemdloen, Radierungen ufw. heutiger Kiinjtler oder bis
3u den Photographien unjerer Tage.

Die Erforjdung der mathematifdhen Seidengefee hat wefentlice
Sort{dyritte bei diefer Entwidlung gebradyt. Hein Geringerer als der
grofte deutidhe NMaler des Nlittelalters Albredyt Diirer fat eins der
beften alten Biidjer dariiber gefdjrieben.')

1) A. Diirer, Underwenfung der Nleffung mit dem Sirdel und ricytjdent
in Linien, Ebnen und ganyen Corporen. MWiirnberg 1525.
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Die mathematijdjen Regeln, die bei der Abbildung natiirlider Gegen-
ftande auf die Leinwand des Nalers oder den Papierbogen des Seidyners
3u beadyten {ind, gehoren jur Lefhre von den Projettionen. Don
diefer foll hier die Rede fein.
~ Eine Abbildung auf ein ebenes Blatt fann niemals einen E6rper:
lidyen Gegenftand villig erfesen. Es ift vielmehr notwendig, feine
Anforderungen einzufdrdnten. 3n erfter Linie hat man unter 3wet
Gefidtspuntten 3u wdhlen. Nan fann verlangen:

a) daf das Bild auf unfer Auge mdglidyft denfelben Eindrud hervor-
ruft wie beim natiitliden Sefjen der Gegenitand felbjt;

b) daf das Bild in mathematifdher Geftalt und in den Ulafen fo
bejdyaffen ift, dafy daraus Geftalt und NMafe des Gegenftandes mathe-
matifd) genau und miglidyt einfad) entnommen werden ténnen. Oder
daf umgelelrt das Bild nady den befannten Nagen miglidy|t einfad
gezeidynet werden fann.

Die erfte Aufgabe 6]t in vollfommenfter Weife, foweit iiberhaupt
mdglid), der Naler. Aber er muf nidt nur ju der mathematifdhen
®eftalt des dargeftellten Gegenftandes Sarbe, Sdhatten ufw. hinzufiigen,
fondern ifn 3wingt aud die Riidfidtnahme auf die befondere Art, wie
unfer menjdlidies Auge die Gegenftdnde anfieht, mandes Nlal bewupt
von den mathematijd) ridjtigen Seidenregeln abzuweiden.’)

Eine gute Photographie exfiillt die exfte Sorderung in ifrer Art redht
gut. Sie [6ft aber aud) die jweite Aufgabe, wenn aud) nidt in ein-
fadyfter Weife. Bei der Befpredung der Photogrammetrie wird darauf
suriidzufommen fein.

Die jweite Aufgabe felbit ift rein mathematijder Avt. Sie wird im fol:
genden behandelt. Die gebriaudlidyjten Lofungen: {diefe Parallel-
projettion, fotierte Projeftion, Grund- und Aufrifver:
fahren und Sentralprojeftion follen der Reihe nad) befprocdhen
werden.

Dem Siele diefes Budyes entfprediend joll alfo im wefentlidien nur
gelefrt werden, wie die Raumgebilde abjubilden find. Die fogenannte
darftellende Geometrie jeigt weitergehend auBerdem die jeidynerifdye
£6fung von Aufgaben auf Grund jener Abbildungen. Uber diefen

1) Weiteres daritber S. 57. Ausfiihrlidier 3. B. in dem oben genann-
ten Banddien von Doehlemann und bei ®. Haud, Lefhrbud) der male-
rijdjen Perfpettive mit Einfd)luf der Sdattenfonftruitionen. Bearbeitet von
. haud. Berlin 1910.
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(begenftand gibt es eine felir groe 3ahl ausgeseidineter Lefhrbiider.

Hier mogen wenigftens ein paar genannt werden. Kiirsere Darftel:

fungen geben:

Sdyudeisty, Projeftionslehre (ANTu® Bb. 564).

Sitidyer, Darftellende Geometrie (ANTu® BO. 541).

K.Doehlemann, Grundziige der Perfpeftive und Anwendungen (ANuG
Bo. 510). Leipsig 1916.

Don den grogeren Werfen zeidynet {id) durdy Befpredyung 3ahlreider
praftifder Anwenbungen aus das vortrefflidhe Wert:

Emil Miiller, Lehrbud) der darftellenden Geometrie fiir tedhnifde Hod-

fdyulen. 2 Boe. Leipzig 1908 bis 1916.

Endlidymagnod) aufeins der betannteften Werfehingewiefen werden:
Rohn und Papperip, Cehrbud der darftellenden Geometrie. 3 Bde.

£eipsig 1906.

2. Allgemeine Begriffe. Suerft ift ju erfldren, was man unter
projizteren 3u verftehen hat.

$1g.56 3eigt einen Kaften, der auf ein Seidhenbrett feinen Sdhatten
wirft. So hat 3. B. die Kante AB bdie Schattengrene A'B' ergeben.
Diefe Linte A'B’ heift eine Projeftion der Kante AB.

Die Projettion entfteht alio dadurdy, daf gerade Linien (hier Sonnen-
ftraflen), die in einer beftimmten Ridytung verlaufen (hier von der
Sonne Tommen), durdy Puntte eines Gegenftandes gehen und auf eine
beliebig gewdhlte Seidjenebene auftreffen. Die Strahlen heifen Pro-
jeftionsftrahlen oder Sehijtrafhlen, bdie Seidjencbene Heift die
Bildebeneund die Duntte auf der Bildebene heifen die Projettionen
der Raumpunfte,

Die Sonnenftrahlen fommen aus fo weiter Serne, dafy fie unter:
einander parallel auf den Kaften auftveffen. NMit Hinjtlihem Lidt
Eonnte man durd) Derwendung eines Parabelfpiegels (1. S. 15) parals
lele Lidhtftrahlen evzeugen. Anbderfeits fann man die Lidtftrahlen
einer Bogenlampe durd) diefleine
Offnung einer Blende hindurd)-
treten laffen, fodaf fie von einem
Punite ausgehend den Kdrper
treffen.

Danad) unterfdeidet manzwet
Projeftionsverfafren: diePar-
allelprojeftion, bei der die
Drojettionsftraflen untereinan-

§ig. 56.
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der p arallel verlaufen, und die Sentralprojettion, bei der die Pro:
jettionsftraflen von einem feften Puntte ausgehen.

Bei der Parallelprojeftion unterfdeidet man nody die {dhiefe und
dief enfred)te Bei jener {teht die Bildebene {drdg 3u den Projettions-
{traflen, wie in Sig. 56, bei diefer 3u ihnen fenfredyt.

Ytun mif man fid) aber von der Dorftel[ung des Lidtitrahls wnd
des Sdyattens freimadjen. Es fommt ja in der Projeftionslefhre im
®egenfa jur Sorderung a) sunddyft garnidt barauf an, wie dex Gegen-
{tand ,gefehen” wird (wenn man aud) beftrebt fein wird, mdglidft
sanfdauli§” su bleiben und daraus MuBen 3u siehen). Nan verfteht
daher gan3 allgemein unter der Projeftion eines Punites den Schnitt-
puntt des Projeftionsitrafles durd) diefen Punit mit der Bildebene.
Dabei fann der Puntt auf jenem Kaften irgendwo liegen, gleidgiiltig
ob auf der Dorderfeite oder Riidfeite. Und die Projettionsitrafhlen
{ind einfad) gerade Linien, die durd) den Haften hindurd) beliebig weit
verldngert gedadyt werden (alfo nidyt wie Lidytftrahlen durd) denHaften
abforbiert werden fonnen).

Linien projiziert man, indem man alle ifre Puntte projiziert. Die
~ Projeftion einer geraden Linie ift wieder eine gerade Linie, fofern
die gerade Linie nidyt mit einem Projettionsftrafl sufammenfdllt. In
diefem Salle {dyrumpft ihr Bild su einem Puntte ujammen.

Korper werden projiziert, indem man alle ifhre Kanten und Eden
und insbefondere (3. B. bei der Hugel) ihré Umriflinien projiiert.

Eswar {don einmal darauf hingewiefen worden, daf man in feinem
Salle darauf versidytet, die Gegenftinde moglidit anfdaulid) darzu-
ftellen, foweit es nur innerhalb der gewdflten Darftellungsmethode
moglid) ift. Mdahrend man einerfeits daher in der darftellenden Geo-
metrie geradezu ein hervorragend geeignetes Nlittel {ieht, die Raum-
anfdauung ju fordern, benut man anderfeits jedes Nlittel, das Bild
des Begenjtandes mdglidhft gut dem auf das Auge I)ernorgerufenen
Eindrud anzundhern.

So fann man 3war den Sielen und Sweden der Abbildung ent-
fprediend meift nidt darauf verzidyten, aud) die Hanten 3u 3eidh-
nen, die man beim Anbliden des Gegenftandes nidt fehen wiirde.
Abermanseidynet fie diinner undinder Regel geftridhelt. (Konfjtruftions-
linien {ind nod) wefentlid) feiner fo 3u 3iehen, daf thnen gegeniiber
die Korpertanten, aud) die ,unfiytbaren”, deutlid) hervortreten.) Aber
es mufy nod) tHaver gejagt werden, was als unfidtbar gelten foll.
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Man fest feft: Jede Linie ift als ,unfiditbar” ju betrachten, die von
oen Projeftionsftrablen erft erveicht wird, nadydem fie den Horper
auf dem MWege jur Bilbebene hin durdhiest haben. Steht die Bild-
2bene hinter dem Koérper, o trennt die Umriflinte — im erften Bet-
ipiele alfo die Schattengrenze — die fidjtbaren vorn liegenden von
dent unfidytbaren hinten liegenden Kanten.

Sragt man fid) 3um Sdluf nod) einmal, was man jur Herftellung
einer Projeftion ndtig hat, fo find drei Dinge 3u nennen.

1. Die Bildebene, alfo das Seidenblatt.

2. Die Schar der Projettionsitrahlen; alfo entweder die Lage des
Sentrims, von dem fie ausgehen, 3ur Bildebene, oder, wenn fie parallel
find, die Ridytung, in der fie auf die Bildebene auftreffen.

3. Der Gegenijtand mit allen feinen Ausmeffungen; und augerdem
genaue Angabe, in weldem Abjtand und in welder Stellung er fid)
sur Seidjenebene befindet.

3. Die jdhiefe Darallelprojettion. Dies Derfafhren verbindet am
meiften Einfadheit mit Anfdyaulidhfeit und joll deshalb 3uerjt erfldrt
werden.

Unter fid) pavallele Drojeftionsftrahlen follen fdhrig auf die Bild-
ebene auftreffen. Das war ja aber in Sig. 56 der Sall. Der Schatten
oes Haftens ift alfo durd) fdiefe Darallelprojefiion entftanden. Bei
biefer heift das Bild ein Shrdagrif des Korpers. Einige widytige
Beziehungen 3wifdjen dem Korper felbjt und feinem Scyrdgrify laffen
fidy jofort erfennen.

Die Hanten a und die Kanten b, {. $ig. 57, verlaufen parallel
jur Bildebene. 3hre Abbildungen a, und b, find daker 3u a und b
parallel und auferdem gleidh lang.') Man jdreibt dies a # a, und
b 7# by (b B b gleid) und parallel b,). Mathematild) folgt es ein-
fad) davaus, daf die Projeftionsitrahlen durdy die Endpuntte von a
sufammen mit a und a, ein Parallelogramm bilden, in dem fa die
Gegenfeiten gleid) lang find.

1) Sum Dergletdh ftelle man jid
felbit einen Kaften, wie in der Sigur,
aufund meffedie Stredennad). Durd
diephotographijdie Diedergabemwers
den entferntere Streden (alfo bie
Sdyattengrengen) firger als in Wahe-
heit gleid)lange, aber ndhere Streden
{hier die Hanten des Haftens).

£ig. 57.
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a fteht auf b fenfredit; aber aud) a, fteht auf b, fentredyt (furs
gefdyrieben a 1 b und a, _Lb,), denn es ift ja a; // a und 3ugleid)
b,//b. Alfoift der Schrdgrif eines red)ten Winfels, deffen beide Schentel
sur Bildebene parallel {ind, ebenfalls ein red)ter Wintel.

Ein gan3 anderes Derhalten 3eigen die dritten Kanten c. Audy fie
{tehen im Raume auf a und b fenfredit. Dagegen liegt c, fdrdg 3u
a; und b,. E(ud) bdie Linge ¢, ift eine andere als die der Raums
fante ¢, wenn wir fie wirtlid) im Raume nad)meiien wiirden. Mun
madyemaneinmaleinen Derfud). NMannehmeein Blatt Papierund einen
Bleiftift (oder beffer eine Stridnadel oder dergl) und halte den Blei-
ftift ftets fentredyt sum Blatt in den Sonnenfd)em Und nun drehe
man BIet[ttft und Blatt — den Bleijtift immer fenfred)t 3um Blatt
gelaffen — im Sonnenjdjein herum. Nan wird fehen, dafj der Sdatten
des Bleiftifts auf dem Papier die verfdjiedenften Ridtungen und die
verfdjiedenften Ldngen erhdlt. Der Sdhatten tann 3u einem ,Puntt”
sufammenjdrumpfen und aud) beliebig Iang werden. Die Kante ¢
war aber jur Bildebene fentredit, gerade wie jener Bleiftift. Deshalb
wird ihr Sdyrdgrify je nad) der Lage der Projettionsitrahlen behebtge
Ridtung und beliebige Ldnge haben Eonnen.

Statt irgend etwas iiber die Lage der Projettionsitrafhlen ausiu-
madjen, fann man jet aud) unmittelbar fejtiegen, in welder Rid)-
tung ¢, auf der Bildebene verlaufen {oll, und in weldem Mafe c,
gegen die wahre £dnge ¢ verldngert oder vertiirst werden joll. Ge-
wohnlid) wdhlt man fo aus:
3t b die £otr1dytung imRaumund c eine fenfredyte Strede
fowohl auf b wie auf der Bthebene fofoll X (bl, ¢,)=45°
oder I (by, ¢;) = 60°und c;:c =+ ober ciic = oderc =c
fein. Das find die gebraudylidjten Derfabren ofne dafy andere Aus:
wahlen dbamit etwa ausgefdloffen find. Am einfadyiten fiir die Meffun-
gen ift es, ¢; = c 3u madien. Nlan nennt die Abbildung in diefem Salle

MMakitad 1:2 Kavalierperipettive oder Dogel-
, | perfpettive.)) Ihr Nadteil ift, daf
| | “Ote Bilder dem Auge meift ftarf ver-
[ | errt erfdeinen.
! : §ig. 58 3eigt die Darftellung eines
! | iegelfteines fiir << (by, c,) = 45" und
J____’ /J____ cic=1:2 oder ¢, =c.

1) Bei der Kavalierperfpeftive treffen

§ig.58
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Eine Bemertung fei hier fogleid) eingefdyaltet. Die natiivlidjert Gegen-
ftande {ind meift viel 3u grof, als daf jie in ihren wirtliden Nlagen
gezeidhnet werden fonnten. Es ift folgli) von vornherein eine Der-
tleinerung aller NMafe vorjunehmen. Angegeben wird jtets der ,lineare”
Dertleinerungsmafitab, d. 5. dbas Derhdltnis der Langenmafe des ur-
fpriinglidien Korpers 3u den Ldangenmaien des verkleinert gedadyten
Horpers. Ulan ftellt fid) die Sadje ftets fo vor, als hatte man Fuerft
dte Derfleinerung des Horpers vorgenommen und darauf diefen ver-
fleinerten Gegenftand in feiner nunmehr walhren Gréfe geseidynet. Auf
dem Beidenblatt ift angugeben, in weldjem Derhiltnis die Cdngen ver-
tiirst worden find. 3In Sig. 58 ftefht 3. B. , Nafitab 1:2%; das foll
feiBen, auf dem urfpriinglidien Seidienblatt war der Stein fo gegeidnet, -
als hatten jeine Kanten die Ldngena=12,5cm,b=6 cm,c=3,25cm
befeffen, mé’tt)renb ein wirtlider Nlauerftein doppelt o lange Hanten
hat. Bier wie bei allen folgenden Siguren ift 3u beadten, daf fid
die Angaben auf die urfprunghd)e Seidynung, nidyt aber auf deren ver-
fleinerte Wiedergabe im Bud) besiehen.

Nan iiberfieht jelit das ganze Derfafhren. Nlan ftellt joldye Korpet
bdar, bei denen drei jueinander fenfredhte Kanten vorhanden find oder
dody leidyt angegeben werden Ionnen. Das ift gerade bei Gebrauds-
gegenftdnden des tdgliden Lebens fo haujig der Sall. Swei der fent:
redyten Richtungern jollen sur Bildebene parallel verlaufen. Nlan ftellt
fie in ,wafrer Groge” dar (nady-
dem man alfo, wenn nétig, die —
NMafje des Gegenftandes {amtlid) :
nad) beftimmtem Derhdltnis ver- .
fleinert hat). Die dritte Hante jtellt :
man fo, dafj fie ur Bildebene fent: / ‘
redyt verlduft. Aber man 3eidynet /
fie unter einem Winfel von 45° .

die Projeftionsftrahlen den Gegen:
ftand von vorn, bei der Dogelperfpet-
tive ponoben; oder aud) die Bildebene 1:20
ift fenfredit oder Horizontal gedadyt.
Beide Derfafhren fanden hauptfadlid)

fiir militdrijde Swede Derwendung. _J
JHavaliere” hieen die Aufbauten auf
Seftungsmauern; darausift der obige J
Wamen abgeleitet worden. | I/ $ig.59. | |
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¢

N

oder 60° gegen die Dertitale, indem man fie gewdhnlid) auf/; oder Y/,
verfiir3t oder felten aud) inwahrer Ldnge abtrdgt. So ift in Sig. 59 ein
Waidtifd) dargeftellt mit einem Win- —

fel von 45° und einer Dertiirjung /. < ?w

- Baufig ift ein Kreis absubilden, bei N
dem 3wei sueinander fenfredjte Durd)- >>, >\
meffer als fenfredyte Ridtungen 3u —

wdflen find. Das Bild des Kreifes %
wird eine Ellipfe, in der die Bilder dex ‘ -~
sueinander fenfredyten Kreisdurdymef- ’<

fer fonjugierte Durdymeffer {ind. Nlan

fann fie seidnen, indem man eine \l

Reihe paralleler Sehnen des Kreifes 3u -

Bilfe nimmt, wie $ig. 60 zeigt. So ift Stg. 60-

aud) die Tijdyplatte des runden Tifdhes

der §ig. 61, der hier als lelstes Beifpiel

gewdhlt fein mag, geseidnet worden..

- Anmerfung 1. Die {dyiefe Parallel:

projeftion ijt oben jo dargejtellt worden,

wie fie am Hdufigiten gebraudit wird.

Sie geftattet natiiclid) vieljadje Erwei-

terungen, fo daf 3. B. die Begenftinde

ebenfogut in Uberedjtellung gezeidynet

werden fonnen ufw. _

Anmerfung 2. Sdrigrijfe wirlen
auf das Auge nur bis 3u einem gewiffen
Grade natiirlid). 3In der Tat miijte es
{id) ja fo weit entfernt vom (Gegenftand
befinden, dafy die Sefftrahlen parallel
laufen — alfo eigentlidhy unendlid) fern Sig. 61.

—, wenn der Gegenftand dem Auge jo erfdjeinen follte wie fein Sdrigrif.

Anmertung 3. Dem Sdyrdgrify tonnen Nlafe der Kanten, die in einer
der drei fenfredjten Ridjtungen verlaufen, unmittelbar entnommen werden.
ad) bemPythagoraslafjentid) einzelne Cingennod) einfad) berednen. Injehr
vielen Sdllen geniigt das jfon. Werden mehr Ilage gebraudyt, fo geht
man Dbeffer 3u anderen Abbildungsverfahren iiber. Wie denn der Sdyrdg-
riff meift nur verwendet wird, Gegenjtinde einfad), {dnell und dod) an-
{haulid) darzuftellen. ‘ ‘

4. Dictotierte Projeftion. Am natiitlidhiten ware es jelit, die Sentral-
projeftion anjufdliefsen, die fid) von der obigen Parallelprojeftion nur
dadurd) unterdjeidet, daf die Projeftionsitrahlen von einem Puntte
ausgefen, ftatt parallel 3u laufen. Die Konjtruttionen find indeflen
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wefentlid) fdywieriger, fo daj es prattifder ift, sugleid) als notwendige
Dorbereitung auf die Sentralprojettion andere widytige Derfahren vor
her 3u behandeln. Dabei wird immer mehr auf Anfdaulidteit ver-
jidytet und dafiiv auf bequeme NMefbarkeit um fo groperer Wert ge-
legt. Die fotierte Projettion bildet in gewiffer Beziehung einen 1lber-
gang, infofern fie im wefentlidhen nur 3ur Darftellung von Teilen der
Evdoberfladie angewendet wird, wo fie denn allerdings immer redyt
anfdaulid) bleibt. s handelt fidy aljo um die Aufgabe, ein Stiic der
Erdoberfldde ab3ubilden. Das wdre jhwierig, wenn ein grofes Stiick
genommen werden follte: etwa auf einem Blatt eine Karte von Deutfd)
land; denn man weif ja, daf die Erde fugelformig ift, aljo miifte
eine frumme Slddje auf dem ebenen Seidjenblatt abgebildet werden.
Bier foll eine wefentlidje Dereinfadjung vorgenommen werden, indem
man nur fo fleine Stiide betradytet, daf man ofhne Sehler die gane
Erdiriimmung weglaffen fann. 3.B. in §ig. 62 ift aus der Umgegend
eines Dorfes in fladyem Geldnde Ader und Wiefenland ufw. dargeftellt.
Da ift 3unddit wieder eine Dertleinerung des Mafftabes vorjunehmen.
Die Karte ift im Mafftab 1:25000 geseidynet, .. aljo 1 mm be-
deutet immer
25 m. Jm iib-
rigen 3eidynet
man fo, als
wdre die Land-
faft genau in
einer  Ebene
ausgebreitet.
JIntereffanter
wird eine Karte
imbergigen Ge-
ldnde fein. Die
Bilbebene dentt i 5
man fets in ei- i ‘
ner gan3 bes ) - v o R
{timmten Hohe .
jum  Mleeres: -
Ipiegel liegend.
§iiv  Preufgen
liegt dex,, o=

b
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'~
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malnullpuntt” (N. N. abgetiirst) 37 m unter dem jogenannten
oHlormal-Hohenpuntte”, der bis vor furjem durd) eine Hihen:
marte aneinem Pfeiler der Berliner Sternwarte bezeidynet wourde, aber
nad) deren Derlegung nad) Babelsberg nod) nid)t wieder an anderer
Stelle erneuert worden ift. Auf diefe Bildebene, die alfo in der Hihe 0
in der Regel unter der Landidaft liegen wird, projiziert man fent-
redht herunter. Die entftehende Projet-
tion feift ein Grundrif. Soll im Grund-
tif angegeben werden, wie hod) einPuntt
iiber der Projeftionsebene liegt, jo{dyreibt
man feine Bohe in Nletern gemefjen als
3afl an feine Projeftion Heran. Diefe
Ball heiht die Hote des Punttes.
Kdame es dbarauf an, geometrifde Hor-
per darzuftellen, fo wdre es leidyt, an
geniigend Puntte die Hohenzahlen anzu-
{dyreiben, um hinterher Geftalt und Nafe
des Horpers genau 3u erfennen. Anders
in der wirtliGen Matur. Um einen Berg
- barjuftellen, dentt man ifhn durd) Ebe- . Sig.63.
nen paraIIe[ jur Bildebene gefdinitten. Soldie Ebenen legt man ge-
wihnlid) in Abjtdnden von 5 3u 5 Uletern. Die Oberflide des Berges
- wird aufdiefe Weifein Kurven gefdnitten, dieman Sdidyten-, Hohen-
oder Miveaulinien nennt. Und diefe Sd)td)tenhmen projiziert man
herunter. 3n S$ig. 63 ift {dematifd) der Srigrif eines Berges mit
{etnen Sdyidytenlinien und darunter die fotierte proleftlon desfelben ge-
jeidnet. Da nady ihrer Entjtehung {dmtliche Puntte einer Schidten-
linie in derfelben Hofe iiber der Bildebene, aIfo aud) {iber dem ormal-
nullpuntt liegen, fo erhalt die Drolettton einer folden nur eine Xote
(gewdhnlid) werden dieShidhtenlinienins, 15,25,... m Gohe geftridjelt,
die anderen durdylaufend gezeidhnet). NMuf man aud) das Entwerfen
der Karten mit den Projeftionen der Sdyichtentinien anderen iiberlaffen,
fo bleibt bocf) fiiv jeden die Aufgabe bejtehen, die Karten ridtig ju
lefen. Bei einiger ubung gelangt man leidit dazu, aus dem Derlauf
der Schidytenlinien im Grundrify eine gute trperlidie Anjdjauung der
Berge 3u gewinnen. Gewif intereffiert suerft die Srage nad) der Steils
feit des Berghanges. 3n Sig. 64 feien g;, g,, . . . Grunodriffe von Wegen
jwifden Schidytenturven. Um allgemein 3u bleiben, fei h der Hohen-
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1:25000 unterjdied 3wifdyen den Sdhidyten. Dann
. fteigt 3. B. g, unter einem Wintel o,
\\ 4 60 an, den man nady der Gleidjung
h

9,/ \\{’3 _— tg oy = ‘é,‘*
\%\"i'}’w beredynet. Denn der raumlidie Puntt
" v A, der Sdidytenlinie 60, deffen Grund-
4o 1ify A ift, liegt hm fenfredyt iiber A. Derbindet man A,
- mit B, fo it in dem redtwintligen Dreied A,AB der
h gefucyte Winfel o, bei B enthalten, wie vergrofert in
s Sig. 64 angedeutet. Weiter findet mantge, = h: g,.. 3t
9 g > gy, fo wird umgetehrt tgo, < tga, und folglid
$ig. 64. oy < oy Alfo ift der Anftieg um fo fteiler, je enger die
Sdyidytenlinien im Grunbdrif aneinander liegen. Bisher waren bdie Fiir-
jeften Abjtdnde g, und g, betradytet worden. Laufen die Wege wie g,
und g, {drdg gegen die Sdhidytenlinien, fo jteigen fie flader an, dennt
aud) fiir fie gilt jatg ey =h:g, und tge, =h:g, Die Stredeng,,
gy - - -miBt man auf der Karte nad), wdahrend man h aus den Koten
der Sdhichtenlinien unmittelbar entnimmt. Statt den Steigungswintel
anzugeben, pflegt

B

R ™ man Haufiger jo3u
12m> verfafren, dafman
60 m tg « felbft angibt,
Sig. 65. aber als Brud) mit

ber 1 im 3dhler. Der Weg in Sig. 65 hat danad) die Steigung 5: 60
oder 1:12; wie man aud) fagen fann: man muf in Horizontaler
Ridtung 12 m fortidreiten, um 1 m Hhoher ju fommen. So findet
man ldngs der Eifenbahnitreden die Steigung ftets an wegweiferarti-
gen Tafeln angegeben.

Das Beifpielder Sig. 64 ergibt diefolgenden Safhlenwerte. g, — 6 mm,
gy =4 mm, g;=9mm, g,= 13 mm. Da aber der Mafftab1:25000
ift, fo find die walren Langen:

g =150 m, g,= 100 m, g;= 225 m, g, = 325 m.
Afo it tg oy =5:150 = 1:30, o, = 1°,
tg oy ="5:100 = 1:20, oy = 2°,
tg oy = 5:225 = 1:45, ay=1°,
tg 0y =5:325 =1:65, o, = 0°.
Bierunter werden in einer Tabelle die Ldngen der Streden g, alfo der
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MWegegrundriffe fiir verjdiedene Steigungswintel angegeben. Die Stei-
gung ift dabei nidits anderes als 1:ctg o, wihrend die Wegegrund-
riffe 5 ctg o« b3w. 10 ctg « find, je nadidem jwifden Sdidtenlinien
vort 5 m 3u 5 m oder von 10 m 3u 10 m gemefjen wird. Ein Weg
bis 15° Steigungswintel ift fahrbar, bis 30° gangbar.

Stei= des weégggﬁnbriﬁes Stei- des Il:)e2 ﬁengrfmbriiies
gupg& Steigung bei 5m | bei 10 m qungs- | Steigung bet 5 mg gbei 10 m
winfel | Syichthihe|Schidythohe| ikl Scyichithohe|Sdidythdhe

1°°] 1:57 286 . 573 16° 1:3,5 17,4 35
20 1:29 143 286 17° 1:3,3 16,4 33
30 1:19 95 191 18° 1:3,1 15,4 31
40 1:14 72 143 19° 1:2,9 14,5 29
59 1:11 57 114 20° 1:2,7 13,7 27
6° 1:10 48 95 | 21° 1:2,6 13,0 26

70 1:8 41 81 220 1:25 12,4 25 -

8° 1:7 36 71 23° 1:2,36 11,8 23,6
990 1:6,3 32 63 240 1:2,25 11,2 22,5

10° 1:5,7 28 57 25° 1:2,14 10,7 21,4

11° 1:5.1 26 51 26° 1:2,05 10,3 20,5

12° 1:4,7 23,5 47 27° 1:1,96 9,8 19,6

13° 1:43 21,7 43 28° 1:1,88 9,4 18,8

14° 1:4,0 20,1 40 29° 1:1.,80 9,0 18,0

15° 1:3,7 18,7 37 30° 1:1,73 8,7 17,3

Bet der Benubung der Tabelle beadyte man wofl den Dertleinerungs-
maBftab der gerade vorliegenden Karte. Sind 3. B. die im Nlafjtab-
1:25000 entworfenen Nehtijdaufnafhmen gewdhlt worden, fo be-
deutet alfo 1 mm der Karte 25 m (ndmlid) 1 >< 25 000 mm = 25 m).’
Swifden 2 Sdidtenlinien mit einem Hohenunterdyied von 5 m liege
eine Megjtrecte von 3,6 mm. Da 1 mm der wafren Ldnge 25 m ent-
fpridit, jo hat der Wegegrundrif die wahre Linge 256><3,6 =90m
folglidy Tiegt der Steigungswintel nad) der Tabelle 3wifdien 3° und 4°,
aber ndher 3°, die Steigung wird jiemlid) genau 1: 18 fein. Siir den
haufigen Gebraud) einer beftimmten Karte empfiehlt es fid), die obige
Tabelle fogleid) auf deren Nlakitab umzurednen.

it Bilfe der Sidytenlinien wird in der Ingenieurprayis wie fiir
militdrijde 3wede eine grofe Nenge von Aufgaben geldft. Wege-
auffdyiittungen, fei es fiir Safritragen, fei es fiir Eifenbahnen, Sefts
jtellung des Scufsbereid)s einer Batterie, Ermittelung von Tdlern, die
gegen Einfiytnahme durd) den Seind gefidjert find, ufw. tommen dabet

ANu® 526: NWeuendorff, Praft. Mathematit 11 4
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in Srage.’) Um in deren Behandlungsweife wenigjtens eingufiifren,
feen ein paar Beifpiele herausgegriffen, die einfad) genug find und
dod) audy allgemeineres Jntereffe befigen diirften.
1. flufgabe (Sig. 66). Im Puntte A befindet fi) 8 m iiber dem Eroboden

“ein Beobadyter. s {oll feftgeftel(t werden, weldjen Teil BC des nddyten

Qales er nidit einjufehen vermag, wenn er in der Ridytung A B blidt.

Suerft pauft man den fragliden Geldnbdeteil von der Karte mit den
Sdyidytenlinien durd). Dann seidnet man auf dtefer Paufe, wiein der
§ig. 66, parallele Geraden 3u AB in Abjtdnden von 5m 3u 5m, wobei
man hierfiir einen beliebigen, moglicyft bequemen NMaftab, 3.B.1mm
= I'm wdhlt. Diefe Parallelen erhalten die Hohenzahlen der in der
Karte vorfommenden Sdidytenlinien. Die Gerade AB [dneidet dieSdyich-
tenlinien. Jeden Scynittpuntt lotet man auf diejenige Parallele hers
unter, die die gleidhe Kote wie die Schidytenlinie trigt. Derbindet man
die heruntergeloteten Puntte durd eine Kurpe, fo erhdlt man das Profil
bes fentredten Sdnittes durd) AB, allerdings, oa der Hohenmagitab
beliebig war, meift nad) der Hohe gegen den Mafjtab der Karte ver-
gerrt. Wenn man-in diefem Profilbild von A aus die Tangente an
bie erfte Bergtuppe legt, fo erfennt man fofort die Grenzen der Geldnde--
teile, die der Beobadyter 3u fehen vermag.

Soll feftgeftellt werden, weldjer Teil des Tales iiberhaupt nidyt von.
A eingefehen werbden tann, fo legt man genau fo wie oben eine Reihe
von Sdynitten durd) A und beftimmt immer die Grenzpuntte des Sidyts
baven. Die Derbindungsturve biefer Grenzpuntte umfdliet den nidt
lidhtbaren Teil des Tales. '

2.Aufgabe. s ijt das von irgendeinem Punite P aus fidtbare Profil
einer bergigen Cand{daft 3u 3eidynen (wie.immer in diefem Abfdnitt wird
von Erdfriimmung und Straflenbredyung abgefehen).

Ulan fdnnte wie in der vorigen Aufgabe durd) den Puntt P eine
grofie Sahl von Scnittebenen legen und das Profilinjeder diefer Scynitt-
ebenen zeinen. Don P qus hatte man an jede vorgelagerte Berg-
fuppe die Tangente ju legen. 3jt 3.B. in Sig. 67 ein foldjes Profil ge-
3eidynet, fo wdre alfo vom Berg 1 der @eil iiber PA, vom Berg 2 nidts,
vom Berg 3 der Teil iiber PB und der vierte Berg gan3 3u fehen. 3jt PQ
bie Ridytung auf der Karte, in der das fuge blidt, fo dentt man irgendwo

1) Su weiterem Studium fet verwiefen auf: R.Rot he, Darftellende Geomes
trie des Geldndes, £eip3ig 1914, wo leidyt verftindlid) der Gegenftand wefent=
lidy om mathematifdjen Gejiditspunit aus behandelt wird. Prattifd) militd-

rifdje Siele verfolgt 3. B. das Bud): Jablonsty, Ceitiaden filr den Unterridyt
im Plangeidnen und Krokieren an der Oberfeuermerter|dule. Berlin 1907.

4%
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fentredyt 3u PQ die Seicjenebene geftellt und in den Grundri herunter-
getlappt. 3it PR der Scynitt der Sig.67, fo erviditet man in R das Lot
. und trdgt auf diefem die Punite A,

SRC® > Bund C mit den hdhen ein, die man
auf dem Sdnitt erhalten hat. Die
Derbindungsturven all joldjer Puntte
A, B und C ergeben das gefudyte

Profil.

3In vielen Sdllen geniigt ein ein-
fadesltdherungsverfafren, dasumio
genauer ift, jeweiter Poon denBergen,
deren Profil ju zeidnen ift, entfernt
liegt. IDieder fei die Bildebenefentrecht
/ sur Blidridtung angenommen und -
Sig.67. ™ herumgetlappt. In diefer Bildebene
zeidnet man, §. Sig. 68, ein ey von parallelen Geradenim Abjtande von
5 m 3u 5 m. fun aber begniigt man fidy, die Sehftraflen alle parallel an-
sunefmen. Nan zeidynet dafer einfad) in Ridtung diefer Pavallelen
jamtlide Tangenten an die Schidytenlinien. 3In den Endpuntten der
Tangenten ervidytet man die Lote in der Bildebene und trigt auf dtefen
Loten die Gohen entfprediend den Koten der Sdhidytenlinien ab. Die

iy Spn.
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gefunbdenen Endpuntte verbindet man durdy Kurven, die nahezu das

gefudyte Profil darftellen. Liegen mehrere Anhdhen hintereinander, fo

[t man die durd) A

vordere Berge ver- :

dedten Teile der ent-

fernteren Berge beim

Ausziehen weg.

3. Aufgabe (§iq.69).
Profil und Linge
eines MWeges find 3u
zeidynen.

Denft man durd)
famtlide Puntte des
Weges diefentredyten
Projettionsitrahlen ;

gelegt, fo bilden fie w ; —T
etnen 3ylinderman- | {1} ! ! : I

tel, Oeffen Grund- . Sig0.

linie das Bild des Weges auf der Karte ift. Die Aufgabe ijt alfo die,
diefen Snlindermantel flad) auf der Seichenebene ausgebreitet darzu-
ftellen. Bei der Ausbreitung wird die Grundlinie des Snlinders eine
gerade Linie, deven Ldnge juerft u beftimmen ift. Su dem Swede be-
tradytet man auf der Karte die frummen Stiice von Schidytenlinie 3u
Sdyidytenlinie als geradlinige Streden und trégt fie hintereinander,
{. §ig. 70, auf einer Geraden ab. 3ft einmal der Bogen 3wifden jwei
Sdyidytenlinien 3u grof, fo {daltet man in furser Entfernung Swifdyen-
puntteein, 3wifchen denen die Kurve hinveidiend genau durdy eine gerade
Linie erfest werden fann, Hatmanaljo in Wahrheit die Sehnen der eingel-
nen Bogenftiide mit Rilfe des Sirtels auf der Grundlinie aufgetragen, fo
erriditet man in famtliden Teilpuntten die Sote und fragt auf ihnen
bie Rohen der Wegepunite, die ja durd) die Koten der Sdhidytenturven
unmittelbar gegeben {ind, ab. Die Endpuntte der Sote verbindet man
in der Regel durd) gerade Linien, deren Steigung sugleid) die Steigung
bdes Weges an der betreffenden Stelle angibt..

Um die Ldnge des Weges 3u ermitteln, tann man in erfter Anndhe-
tung die Summe aller geradlinigen Streden abtragen und nadymeffen.
Obder aber man verbindet erft einmal die Endpuntte aller Sote durdy
eine Kurve. Dann tragt man mittels des Stedyzivfels eine furse Sefne
hintereinander quf der Kurve ab. Man 3dhlt nad), wie oft das mogs
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lid) iit. Davauf vergleicht man mit einem Magftab, auf dem man eben-
fooft jene Birteldffnung abtrdgt. Dabet darf man nidt vergeffen, den
Dertleinerungsmagftab 3u beriidfidtigen. Endlid) fann man aud ein
tleines Inftrument benuben, ein Kurvimeter. Das ift weiter nidts
als eine fleine Rolle, mit der man an der Kurve entlang fahrt. An
einem Sdhlwert wird die Anzahl der Umdrehungen der Rolle gemefien.
Angefdyrieben wird aber gleid) die Ldnge des iiberfahrenen Weges,
der ja einfad) gleid) dem Produft aus jener Anzahl mal dem befannten
Umfang der Rolle ift. :

Anmerfung 1. Beim Yadmeffen einer Kurve mit Hilfe non Sehnen
tann man jdeinbar fo genau, wie man nur will, meffen, wenn man die
Birfeldfinung — alfo die Sehnenlinge — beliebig Hein wdflt. Dem ift
aber tatjddlid) fefr bald eine Grenze gefest, da der Sehler, der durd) das
wiederholte Abtragen begangen wird, natiiclid) um jo grofer wird, je ofter

" man abtrdgt, alfo je fleiner die Sefne ift.

Anmerfung 2. Man verfdume nidt, {id) ein plajtijdes Bild des Ge-
Iindes herjujtellen. Dazu pault man dieSdyidytenlinien eine nad) der anderen
mit Eintragung der Wege, Wilder ufw. durdy, tlebt fie auf dide Pappe
auf und flebt dann die Pappitiide aufeinander. Siir das riditige Aufeinander-
tleben der Pappidjeiben it es natiirlid) ndtig, jedesmal jwei aufeinander-
folgende Sdyichtenlinien durdyzupaufen. Um eine beffere plaftifdie Wirtung
3u erjielen, wicd meift der Hohenmahitab wefentlid) groBer als der Kartens
maBftab genommen, HAcbeitet man mit den NMeftifdybldttern, fo wird fidys
empfeflen, die Sdidytenlinien mit Hilfe des Stordyidnabels vergrofert auf-
3u£ragen, alfo das Todell von vornherein im vergroBerten Makitabe auf:
3ubauen.

5. Das Grund: und Aufrifoerfafhren, 3n der leften Nummer war
-geseigt worden, wie ein Grundrif entiteht; alfo ein Bild, wie man
nahe3u einen Korper fieht, wenn man aus grofjer Entfernung fentrecht
auf ifn herabblidt. Die Hohenmake wurden durd) Koten angegeben.
Die Anwendbarteit diefes Derfafirens hort aber auf, wenn Gebrauds-
gegenftdnde des tdglidien Lebens, Mafdyinen ufw. abgebildet werden
follen, bet denten auf einer Sentredyten hdufig eine ganze Reihe von
Puntten liegt, deven Hoten alle an demfelben Grundrifpuntt ange{drie-
ben werden mitgten. Matilrlid) wdre es niht mdglicy, fidy in fold einer
Sigur suredtzufinden. Aber dem Ubelftande ift leiht abgeholfen. Be-
nau wie man einen Grundrif ferftellt, indem man fentredyt auf eine
beliebige Bobdenfld e projiziert, fo denft man eine fentredite Wand
dazu und projisiert ebenfalls fentredyt auf diefe. Sig. 71 3eigt die An-
ordriung. Die neue Projeftion heift ein Aufrify des Korpers. Grund-
rif und Aufeif sujammen beftimmen vollfommen einen Korper, nur
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bei einigen feltenen Dbefonders un-
giinftigen Stellungen wird es nétig,
nod) einen ,SeitenriB” hinguzunehmen
auf irgendeine dritte Ebene, die man . (A
gewdhnlid) ebenfalls fentrecht auf der  Sio-7- fai
Grundebene waihlt, J I AmE

Einige widtige Sdfe tann man fo- v
fort herleiten. 3n der Sig. 71 ift b= —
b'=b" und c=c",a=2a'"; 9.} ver-
lduft eine Strede parallel 3u einer Projettionsebene, fo ift die Projet-
tion auf diefe ebenfo lang wie die Strecte felbft. Eine beliebige nicht
parallele Strede befifit ftets eine vertiirste Projettion. 3ft p die Strede,
bie unter einem Wintel o gegen die Projettionsebene geneigt ift, und
it p die Projeftion, fo wird p’ = p - cosa. (Dgl. hiersu'S. 85.)

Die Xanten a und c ftehen auf b fentredit. Aber aud) jede andere
von derfelben Ede ausgehende Gerade in der Ebene des Redyteds (a, c)
wiirde auf b fentredt ftehen. Alle diefe Geraden haben diefelbe Pro-
feftion ¢, die auf b" fentrecyt fteht. Daraus folgt: Die Projettion eines
redyten Winkels ift wieder ein redyter Wintel, wenn ein Sdyentel des
rechten Wintels parallel 3ur Projettionsebene verlduft. Im allgemeinen
fann die Projettion eines Wintels fowoh! grofer als aud) Heiner fein
als der Wintel felbjt.

Mlan erfennt aus diefen Sdken, dafy es bei den meiften Korpern,
bet denten aufeinander fentredite Kanten vorfommen, praftifd fein wird,
fie fo 3u den Bildebenen 3u ftellen, dafj jene Kanten parallel 3u den
Bildebenen laufen. Denn dadurd) werden fie fid) am leidyteften 3eidymen
laffen, aber man wird aud) aus Grund- und Aufrify die Hauptmage
£dnge, Breite und Hohe unmittelbar ablefen tonnen.

Wie man nad)her fehen wird, ift das Derfahren lange nidyt fo an-
{daulid) wie die Parallelprojettion. NMafe laffen fid) aber nod) einfadyer
ermitteln und eingeidinen. Deswegen werbden die Konftruttionszeidynun-
gen im Randwert und in der Induftrie faft ausnahmslos im Grunds und
Aufrif entworfen. Siir fdnelle Sreihanditizzen dagegen empfiehlt {id)
hdufig die Parallelprojettion. Das Grund- und Aufrigverfahren ift
geradeju die Sdyrift des Tednifers geworden, in der er jeine Gedanten
ausavbeitet und niederlegt. s ift eine gewil widtige Aufgabe, diefe
Beidynungen ridtig lefen ju lernen.

Aber man projiziert ja auf 3wei Ebenen, wdhrend man dody mit
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einem Seidjenblatt witd austommen wollen! Nan hilft
fid), indem man bdie Grundrifebene als Seidjenebene
wdhlt und die Aufrifebene, wie es der Pfeil andeutet, in

diefe Beidhenebene hineintlappt. DenKorper, der gezeidynet

werden foll, denft man ftets o aufgeftellt wie in §ig. 71:
alfo vor der Aufrify- und iiber oder gerade auf der Grund-
.+ rifebene. Wie friifer {don feftgefesst, werden unjiditbar
geseidynet im Grundrif die Kanten, die man beim Darauf-
v blicen von oben (die Sehitraflen parallel gedadyt!), im
$ie.72.  Aufrif die Hanten, die man im Daraufbliden von vorn
nidyt jehen fann. Diefelbe Kante fann alfo fehr wohl im Grundrify
fiditbar, da- ol
gegen im e
Aufrif un- i- %= —
fidgtbar fein =
und umges ﬂﬂa ouo gl%ﬂ}
fehrt.  Sig. g
12 3eigt die 10 N
Darftellung |
des Horpers I 24 )
der §ig. 71, | -Sehoita-b
wie er nad)
der Umtlap-
pung in den
Projet-
tionen er= ,
fdeint. Die L,
Adfe, um
die herum:
geflappt
wurde, wird
gewdhnlid)
nod) mit ge-
seidhnet. Da
a ¢ a,c
bei der Ums-

tlappung 2ol oo Eﬁ‘
immer in ue v
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derfelbent Ebene bleiben, die sur Adfe fentredit {teht, fo liegen aud
nad) der Umtlappung a’ und ¢ auf einem Lot sur Adyfe. Es gilt alls
gemein: Grund- und Aufrify eines Punttes liegen ftets auf einem Lot
3ur Ade. Derfere Wafdytifd), der in Sig. 59 im Sdjrdgrip darge-
ftellt wurde, ift in Sig. 73 nod) einmal in Grund: und Aufrif ge:
seidinet. Wie prattifd ubhc[) {ind alle notwendigen Nlage mit ein-
geseidynet. Natiiclid) wird in einem vertleinerten Nafitabe geseidmet,
wdfrend die wirtliGen Ldngen angegeben werden.

Aber der Handwerter mufy aud) wiffen, wie der Tifd) im Innern
ausfehen foll. Aud) das alles als ,unfidtbar” in die obige Seidnung
mit hineinzunehmen, ift nidt empfehlenswert, da alle uberftd)thd)
feit verloren gehen wiirde. Nian dentt vielmehr je nad) Bedarf einen
oder meljrere ebene Sdnitte hindurdygelegt und gefondert gezeidynet.
Die Sdnitte find fo 3u wdhlen, daf man aus ihrer Seidynung alles
Gewiinfdyte erfennen tann. Hier ift ein Sonitt {enfredt s3um Grund-
und Aufrif gelegt. Wie gebraudlidy find die dabet durdjdnittenen
Rolsteile fdyraffiert. Im Grundrify ift das Seitenbrett am Auffaf
weggelaffen, um mdglidyit wenig 3u verdeden.

Raufig ift es notig, einen ebenen Sdinitt wie joeben, aber beliebig
fdyrdag durd) einen Korper ju legen. Dasmagalslelte Aufgabeaneinem
einfadhen Beifpiel gejeigt werden. Der Sdinitt Sig.74 fei durd) die
beiden Geraden P'Q"-a’ und Q'R'=b’ im Aufrif beftimmt. Durd) 3wei
fid) {dneidende Geraden lafst fid) ja eine und nur eine Ebene legen.
JIm Aufrif fann die Snittfigur
fogleid) vervollftindigt werden. Da
namlid) der Xorper ein {dhiefes Par-
allelprisma ift, fo wird er von jeder
beliebigen Ebene in einem Parallelo-
gramm gefdnitten. Solglid) erhalt
man die vollftdndige Sdmittfigur im
% Aufrif, indem man durd) R die Par-

allele R'S' 3u a' und durdy P' die
Parallele P'S'3u b’ 3ieht. Als Probe

hat man: der gemeinfame Sdynitt-

_ punttS’' mug auf einer Prismentante

¢ Ilegen Den Grundrify der Sdnitt-
* figur erhdlt man ebenfalls unmittel-
) bar, indem man die Edpuntte P/, Q’,
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R, S’ auf die 3ugehorigen Seitenfanten herunterlotet. Derbindet man
die fo gefundenen Puntte P”, Q”, R", S", fo hat man als Probe, daf
P"Q" || R"S" und P'S" || Q"R" fein muB. Das Widtigfte bleibt
jesit, die wafhre GrofBe und Geftalt der Sdnittfigur, von der bis
jet nur ihre Projettionen befannt find, 3u finden. Das madyt man
fo, dafy man die {drdge Sdynittebene in die Seidjenebene hineintlappt.
Daju braudt man 3uerft eine Adyfe, um die man die Scnittebene
herumoreht. Die Sdynittebene wird aber,
wenn man fie geniigend weit verldngert,
{. §ig. 75, die Grundrifebene in einer Ge-
‘raden s fdneiden, und diefe Gerade muf
gefud)t werden. Nlan nennt diefe Gerade
dieSpurgeradeoder furs die Spur der
Sdnittebene. Natiiclidy geniigt es, 3wei

Puntte der Spur ju fennen, denn man
braudit ja nadher nur diefe Puntte 3u verbinden. Als folde Puntte
mdgen die Sdnittpuntte der Geraden a und ¢ mit der Grundriebene
gewdhlt werden, die die S purpuntte der Geraden a und c heifen.
(Man erfennt nebenbei den Saf: Eine Gerade liegt in einer Ebene,
wenn ifjre beiden Spurpuntte im Grund- und Aufrify auf den beiden
Spuren der Ebene liegen.) Meiter wird in §ig.74 gegeidynet; man be-
halte aber immer sum befjeren Derftdndnis den Sdyrdgrify im Auge.
Um bdie Spurpuntte von a und ¢ 3u finden, muf man a" und ¢ ver:
ldngern. s fragt fid), wie der Aufrif 3u benufen ift. Aud) dort ver-
ldngert man a' und ¢!, und 3war bis 3ur Adfe. Alles, was in der
Grunbdebene liegt, fllt beim fenfrechten Projizieren ja einfad) auf
ble Adfe, alfo find dort audy die Projettionen der Spurpuntte 3u
fuden. Sie mdgen A,' undC,’ heifjen.') Da fentredyt projiziert wird,
hat man nur nod) in A, und C,’ auf der Adyfe die Lote 3u erridyten
und 3u verldngern, bis fie die Derldngerungen von a" und ¢" in
den gefuchten Spurpuntten A; und C, {dueiden. Die Gerade A, C,=s,
ift die Spurgerade der Sdynittebene im Grundrif. Sur Hontrolle wird
man nod) die Spurpuntte der Gevaden b und d Fonjtruieren; aud)
biefe miiffen auf s, liegen. Hdufig werden foldje Puntte unjugding-
lidy fein, wenn fie quferhalb des Beidjenblattes liegen. Dann muf

1) A} und C} find natiirlih nicyt etwa die Spurpuntte der Geraden a

und ¢ im Aufrif. Mie diefe Spurpunite A; und C, gan3 entfpredjend wie
oben gefunden werden, fann jeder- leidyt jelbit iiberlegen.
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mc%n geeignete Bilfsgeraden benufjen; hier 3. B, die Diagonalen PR
und QS. * ‘

Jetit alfo ift das Parallelogramm um s, in die Grundebene Hinein:
jutlappen. Dabei befdyreibt jeder Edpuntt P, Q, ... einen Kreisbogen,
deffen Ebene fentredit 3ur Drehungsadyfe s, liegt. Die Projettion ijt
deshalb ein Lot von P, Q", ... auf s,. Auf diefen Loten wird jeder
ber heruntergetlappten Puntte Py, Q,, . . . liegen miijlen. Als 3weites
benuft man bdie felbftverftindlicie Tatfade, daf die Puntte A,, C,, ...
auf der Drehungsadyfe felbft: beim Umtlappen liegen bleiben. Hun
mag etwa — wie, wird nadher geseigt — P, gefunden fein. Dann
jeidynet man leidyt das ganje Parallelogramm, denn man weif ein-
mal, daf Q, Ry S, auf den Loten 3u s, durd) Q", R", S" liegen
miiffen, 3weitens aber der Reife nad) auf den Geraden PyA,, Q,L,,
Sy C, und sur Kontrolle PyM,. Eine weitere Kontrolle folgt 3. B. aus
PyQo | RySy und PyS, | QR

So bleibt als lelites die Srage ju beantworten, wie der Puntt P,
gefunden wurde. Dazu dient die Mebenfigur 76. Nan dente dabei an
folgendes: das heruntergetlappte Parallelogramm war jdeinbar aus-
{dlieBlid), wie oben befdjrieben, mit Bilfe vom Grundrify gefunden
worbden. Das ift natiirlid) nidt mSglid), weil es nidyt allein feiner Grofge
und Gejtalt nad) durd) eine Projettion beftimmt
ift. Deshalb wird man ofne weiteres fiir die Kon-
{truftion von P, den Aufrif gebraudjen. Es ift gut,
immer darauf 3u adyten, daf man die notwendi-
gen Bilfsmittel aud) immer an der ridtigen Stélle
fudit. Nan ftelle fih alfo die rdumlie Gerade
PQA, vor, deren Projettionen P'Q’ und P"Q"
find. P" erhielt man durd) das Lot PP" auf die
Grundebene. Aber man weif ja, wie lang diefes
fot ift, namlid) gleidy der Ldnge des Lotes h im
Aufrify von P’ auf die Adyfe. Deshalb fann man
das redtwintlige Dreied PP"A, fofort umlegen,
indem man auf A,P" in P" bdas Lot erridytet und
gleidy h madyt. Der gefundene Puntt P ift mit A,
3u verbinden. 3n gleidher Weife tann man Q fin-
den, wobet 3ur Kontrolle Q Q" dem Aufrif ent
nommnen wird. PQ = a ift die wafhre Ldnge einer
Parallelogrammieite. In diefer Weifeift Pin Sig. 74
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gefunden worden. Endlid) {dneidet ein Kreisbogen um A, mit A, P das
£ot von P" auf s, im gefudten Puntt P,. Natiirlich wird man Q eben=
falls einzeidinen und ju manderlei Kontrollen benuben.

6. Die peripettivijche Affinitdt, Um ein wenig tiefer in die mathe-
matifden Gefehe der Projeftionslelre einzudringen, mdgen einige
fndeutungen dariiber folgen, die fpdterhin in Xr. 8 vervolljtindigt
werden. In der Grundrifebene war aus der Projeftion des ebenen
Sdnittes durd) ein {diefes Prisma die Umtlappung abgeleitet worden.
DieDieredeP" Q" R"S" undP,QyR,S,,
dte alfo 3u derfelben rdumliden Sigur
PQORS gehoren, haben offenbar eine
nad) mathematifden Gefesen beftimmte
fage jueinander. MMan fagt, jwifden
ihnen befteht eine geometrifdye Der-
wandt{daft. Sie hat den Hamen per-
fpeftivifde Affinitdt erhalten. Geometrifde Derwandtidaften
finddurdyaus nidyts Teues, denn Kongruen3 und Afnlidyteit find allbe-
fannte einfade Beifpiele foldjer. Bei der Dergroferung einer Sigur
erhdlt man die fogenannte Afnlichteit bei perfpettivijder Lage, fiehe
§ig. 77, Oie in eigenartigem Gegenfaly jur perfpettivijden Affinitdt
{teht. Siix beide gelten, wie man fofort erfennt, die folgenden Séige:

Apnlidyteit bei perfpet: Perfpelftivifde Affinitat.

tinifjdjer Lage.
Entfprediende Geraden {ind parallel. | Entfpredende Puntte liegen auf

. parallelen Geraden.
Entfpredhende Puntte liegen auf | Entjpredjende Geraden jdneiden |id)

Strahlen, die durd) einen feften auf einer feften Geraden, der Affi=
Puntt, das Afnlidfeitszentrum, nitdtsadye.
gehen.

Widtig ift nun, daf die perfpettiv - affine Derwandtifaft aud
jwifdien Grund- und Aufrif jeder ebenen Sigur (aber man beadte
wohl nur jeder ebenen Sigur) befteht. Davon fann man oft mit
grofem Dorteil Gebraud) maden. 3n §ig. 78 ift ein ebenes Diered
tm Grund- und Aufrif gezeidmet. Beftimmt man die Sdnittpuntte
(@, a") = A, und (b, b") =By, fo ift A,B,= p die Affinitdtsadfe,
die natiirlid) nidyts mit der Projeftionsadyfe 3u tun Hat. Wenn wirk-
lid) das rdumlidje Diered ein ebenes ift (und vier Geraden braudyen
im Raume feineswegs in einer Ebene 3u liegen), fo miiffen aud) die
Sdnittpuntte (c', ¢”') und (d', d") auf p liegen, was wirtlid) der Sall
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ift.  Umgelefhrt hat man damit
ein Nlittel gefunden, ebene Diel:
ede 3u geidnen. 3n §ig. 60 ift,
wie man erfennt, eine Ellipfe als
affine Sigur eines Kreifes ge-
3eidynet.

7. Die Jentralprojeftion.t)
Die Sentralprojettion oder furs-
weg die Perfpettive liefert die-
jenige Abbildung, welde der
Wirtlihteit am meiften entfpridit. Dafiiv 1ft es bet ihr fowofl am
{dwierigften, in den richtigen NlaBen 3u seidmen, als aud) umgekehrt
aus dem Bilde Nlake ju entnefhymen.

Bei der Perfpettive gehhen die Projettionsftrahlen von einem feften
Puntte aus, alfo nahezu wie beim natiirlidien Sehen mit dem Quge.
Wenn der Baumeifter 3eigen will, wie das von ihym entworfene Haus
ausfehen wird, jo 3eidnet er fein perfpettivijdes Bild. Ebenfo wird
der Naler bei groferen Gemdlden mit ardyitettonifdien Gegenftanden
oder Innenrdumen nad) den ftrengen Regeln der Perfpettive juerft ein-
mal fonftruieren. Hinterher mufy er allerdings oft bewuft davon ab-
weidjen, um die eigentiimlidie Art des men{dylichen Sehens 3u beriid-
fidytigen.?) Sehr widytig ift ferner, daf die Photographie eine Sentral-
projettion ift. Daher wird es eine Aufgabe der Projeftionslehre aus
vorhandenen photographiffen Aufnahmen Lage, Grofe ufw. eines
®egenftandes 3u finden. Davon wird in einer befonderen YMummer,
iiber Dbotogrammetue, 3u {predjen fein.

3n §ig. 79 ift in einer beliebigen Ebene E trgenbeme Hurve K,

1) Eingehender, als hier mdglid), und mit 3aflreidien praftijden Anwen=
dungen ift der Gegenftand behandelt in Doehlemann, Grundziige der Per-
fpeftive nebft Anwendungen (ATu® BO. 510). £etp3lg 1916. 3Insbefondere
fiir Maler ift das auf S. 35 genannte Wert von Haud beftimmt.

2) Es ]’et nur auf eines hingewiefen. Die Sentralprojettion entwirft ein
Bild auf einer felten Seidenebene. Dem wiirde das Bild entfpredien, das
ein rufjendes, in einer feften Ridtung blidendes Auge empféngt. BHierbei
nimmt das HAuge alle feitlid) befindlihen Dinge nur ver{dwommen wahe.
Sollen aud) fie angefehen werden, fo wird das Auge gedreht; das Bild fallt
alfo auf eine neue Bildebene, Deshalb miiffen feitlid Itegenbe (Begenjtinde
(oder oben ober unten befindlidje) bei einer genauen perfpeltivijden Xon-
{truftion verzerct erjdjeinen gegeniiber dem, was das Auge tatjadlidy {ieht.
Darauf hat der NMaler wofh! ju adyten.
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geseidynet, deven Bild entworfen werden foll. Su dem Swede wdahlt
man eine Seidenebene Z fenfredyt auf E aus. Man fann fid) etwa
eine mattierte Glasfdjeibe denfen, auf der fidy seidynen Idft, die aber
trogdem nod) durdyfidytig genug bleibt. Don einem feften Puntte A,
aus betraditet man die Kurve K,; dann werden bdie Sehitraflen
die Glasplatte Z an beftimmten Puniten dburdhdringen, o Oaf

man das Bild K von K, auf Z

Z aufeidnen fann. Das ift aber

$ig.79. % bdas Derfahren der Sentralpro-
/ ° jettion. K heifst deshalbder Sen-

K tralrif von K, und A, wird

% ber Augenpuntt genannt, E

@ 5 ift die Grunbdebene und die
K, I Sdnittgerade g von Z und E bdie

Grundlinie. Auf der Grund-
ebene E follen alle Hdrper aufgeftellt fein, deren Sentralriffe man
seidnen will. 3u beadyten ift, daf im Gegenfjafy 3u den bisherigen
Projettionsverfahren die Seidjenebene jwifdjen dem Gegenftand und
dem Befdyauer aufgeftellt wirb.

Drei Aufgaben werden nadjeinander, mannigfad) ineinandergret-
fend, 3u befpredjen fein:

a) Rerftellung eines Bentralriffes nad) gegebenen NMagen von Gegen-
ftdnden befannter Geftalt; \ _

b) Herftellung eines Sentralriffes, wenn der ®egenftand in Grund-
und Anfrif gegeben ift; '

c) Berftellung von Grund- und Aufrif eines Gegenftanbdes, deffen
Sentralrify befannt ijt.

Diefe dritte Aufgabe wird in der Photogrammetrie behanbdelt.

a) Befdyrdntt man fidy undd)t einmal auf ebene Siguren, die in
der Grundebene gezeichnet find, fo wird man am prattifditen die Brund-
ebene mit einem Quabdratnet. bededt benfen, in das man leidyt und
bequem jede Sigut einseidynen fann. Hat man darauf den Zentralrif
bes Quadratnetes gezeidynet, fo fann man ebenfo leidyt in diefes das
Bild jeder beliebigen Sigur eintragen. So fieht man in Sig. 83, die
man gleid) einmal anbliden mag, lints das Quadratne der Grund-
ebene mit irgendeiner Kurve darin und red)ts daneben den 3entralrif.
Genaueres tommt fpdter.

Sundd)ft wird es am bequemften fein, wenn die Seiten des Quabdrat-
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nefies pavallel bejw. fenfredit 3u g laufen. Wie werden die Bilder jolder
Geraden ausfehen? Mun, in Sig. 80 liegen a, und b, parallel u g.
Aber aud) ifre Bilder a und b {ind 3u g pavallel.’) Offenbar ift es
gleidygiiltig, in weldjer Ebene die Gerade a, liegt, wenn fie nur ju g
parallel ift. Immer gilt: der Sentralrif einer 3u g pavallelen Geraden
verlduft 3ur Geraden und alfo 3u g parallel.

Stg. 80. A St :
g. 81.
70
7
- .
17
4 % H
/ U I e
- P
//// ‘a e =
- - ., //////
- 2
- o =
p = |
T ey 9 ’E =
// v so

®anj anders verhalten fid) die 3u g fentredyten Geraden. Nlan bes
tradyte einmal bei einem Bahnilbergang die Sienen der Eifenbahn.
Derfolgt man {ie mit den Bliden vorn beginnend, fo muf man lang-
fam den Kopf heben. Immer weiter und weiter wandert der Blid,
aber dentt man aud) die Sdhienen bis in die unendlide Serne verldngert
(jest an mathematifdie Dorjtellung antniipfend, alfo die Sdyienen auf
einer Ebene und nidit auf der Erdtugel gedadyt), der Sehitrahl wird
fdlielid) parallel 3u den Schienen liegen. Sig. 81 deutet den Dorgang
an. A, H ijt der parallele Sehjtrahl, und die Bilder der Schienen jdeinen
in diefem Puntte H sufammensulaufen. Nlan mag dabet nidht ver-
geffen, dafy der Blict niemals vollig parallel 3u s, und s; werden fann;
wie denn aud) diefe Geraden fid) niemals in einem Punite jdneiden
tonnen, defjen Bild ja H fein miijte. Aber je weiter man blidt, um jo
ndher fommt das Bild an H heran; wenn man nur weit genug fehen
tonnte, fo wiirde man Bilder fo nahe H, wie man will, erhalten, ofhne
jemals H gan3 3u erveiden. Sold) ein Puntt H, in dem fid) alfo die ver-
Tangerten Sentralriffe paralleler Geraden {dneiden, heiht der STudyt-
puntt der parallelen Geraden. Offenbar ift H nidyt nur der Sludyt-
puntt von s, und sj, fondern aud) von jeber andern 3u diefen beiden
1) Dentt man ndmlid) die Ebene A aa, gelegt, fo iit ja g ju diefer Ebene
parallel, weil g 3u eincr Geraden der Ebene parallel ift. Da g alfo die Ebene

iiberhaupt nicyt {fneiden fann, fo tann fie aud) nid)t die Gerade a {dneiden,
die ja gang in der Ebene liegt. Solglid) ift g || a. Ebenfo folgt g | b.
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parallelen Geraden, gleidygiiltig ob fie in der Grundebene oder fonft-
wo im Raum, ob fie oberhalb oder unterhaldb A H liegt.

s, und sp ftehen fentredyt auf g, deshalb ift aud) AgH fenfredyt sur
Bildebene. In diefem Salle heift der Sludytpuntt H der Hauptpunit.

1 pentibesthtes somAugenpuntt
otes pomAugenpun

Sig.2. M _auf oie Bildebene, ift alfo der

W2 4" Sludtpuntt aller 3ur Bildebene

L e fenfredten Geraden. Wenn nun

aber die Sdhienen {drdg jur Grund-

g linie g laufen, fo hat man eben in diefer
{drdgen Ridytung 3u bliden. Wieder er-
. gibt fidy, fiehe Sig. 82, ein Sluchtpunit F,
in dem bdie Bilder diefer Parallelenfdyar sujammenlaufen. Fexhdlt man,
wenn man durd) A, eine Parallele 3u jener Geradenfiar legt. JFede -
Gerade in der Grundebene befit aljo ihren STudtpuntt, und alle
Parallelen, die man durd) A, legen mufs, um diefe Sluchtpuniteu finden,
Tiegen felbft wiedex in einer Ebene durd) A, parallel sur Grundebene.
In ihrer Scynittgeraden h liegen all die gefudten Studhtpunite. Man
nennt h die forizontlinie oder furz den Horizont. Nian beadyte
aber wof, daf es fid) nur um die STudytpuntte von Geraden Hanodelt,
diein der Grundebene felbit liegen, oder dod) 3ur Grundebene parallel
laufen.

Befonders einfad) findet man den Sludytpuntt der Diagonalen jerer
Quabdrateinteilung in Sig. 83. Diefe bilden mit den Seiten und da-
her aud) mit g Wintel von 45°% 3In §ig. 82 wdre in diejem Sonbder-
falle <C HFA, = 45° Da aber A FHA, recytwintlig ift, fo miijte
aud) 3 FA H = 45° fein; d.§. das Dreied wive gleidhidhentlig und
alfo AJH = HF. Der Abjtand A,H = d des Augenpunttes von der
Bildebene heifgt die Diftan3. Trdgt man von H aus nad) redyts und
Tints d ab, fo erhélt man die beiden Diftanzpunite D, und Dy, das
find die STuchtpuntte der beiden Ridjtungen, die gegen die Bildebene
unter 459 geneigt {ind.

Jetit fann jur Sig. 83 fibergegangen werbden. Lints ift die Quadrat:
teilung gegeidynet, deren Bild entworfen werden foll. 3uerft braudt
man die parallelen Geraden g und h — Grundlinie und Horizont.
Jhr Abftand gibt an, wie hody fidh das Auge des Befdhauers iiber der
Grundebene befindet. Danad) ift er 3u wdhlen und im Mafftab der

Wy
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gangen Sigur verfleinert abjutragen. H besielt fid) auf die Lage des
Auges vor der Bildebene, fann alfo frei gewdhIt werden. Drittens muf
‘ber Augenabjtand d befannt fein (wie man ifn praftifd) 3u wdihlen
Rat, wird fpdter befprodien). Trdagt man ihn im redjten Magitab ver-
tleinert ab, . o

fo da HD, ‘5 7 h
=d wird, o : ’
ift jugleiy [ 7
ein Diftans- : -
punft ge- Uk [
funden, JIn e L1
der  Sigur [ [F , ‘
ift 3.B.86. L Stg. 83.

ftand (h, g) =4 cm; HD,=5 cm, 0.1 das Auge des Bejdhauers be-
findet fid) 4 m iiber der Grundebene und 5 m vor der Bildebene, da
die Beidnung im Mafitab 1:100 entworfen wurde.

Die Quabdratfeite derTeilungift |/, m lang. Diefe Lingetrdgt manalfo
auf g (in der Derfiirjung von 5 mm) hintereinander ab, denn auf g,
bas ja fowofl in der Grundebene als aud) in der Bildebene liegt, bleiben
alle £dngen unverdndert. Die Teilpuntte verbindet man mit H. Da-
durd) {ind die sur Bildebene fentrediten Quadratieiten gefunden. Die
anderen Quadratjeiten liegen parallel 3u g. 1im diefe Parallelen an
der ridytigen Stelle 3u 3iehen, braud)t man nur das Bild einer Diago-
nalen 3u 3eidnen, indem man einen Teilpuntt mit D, verbindet. Durd)
die Snittpuntte mit den vertitalen Quadratfeiten jieht man die Pars
allelen 3u g. Damit ift das Quadratney gefunden.

3n bdiefes Quadratney ift eine beliebige Sigur eingeseidynet. Man
fann fie entwebder nad) Augenmaf iibertragen oder, wenn nétig, durd)
Biljslinien, die parallel 3u den Quadratfeiten verlaufen, weitere Punite
beftimmen. ,

Endlich bleibt nody die Srage ju beantworten, wie man die Sent-:
redyten 3ur Grundebene 3u 3eidnen hat. Diefe bleiben 3war aud) im
Sentralrif 3u g fenfredite Geraden. Aber wie lang werden fie? Alfo
mogen, Sig. 84, auf a, in beliebigen Puntten Cote h, erridytet fein,
bie gleid) lang find. SF ift das Bild von a, Derbindet man die End-
puntte der Lote, fo erhdlt man eine Pavallele 3u a, mit dem Spur-
punit S, wie aud) hier der Schnittpuntt der Geraden mit der Bilds
ebene genannt wird. Das Bild diefer Parallelen ijt S, F, denn die par-

ANuG 526: Neuendorff, Pratt. Mathematit 11 5
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allelen Geraden haben denfelben Sudtpuntt F. Swijden SF und S, F
liegen bdie Bilder aller Lote. Kennt man alfo den Lotfupuntt, fo er-
riditet man im Sentralrify in ihm das Lot auf g. Der Teil des Lotes
3wijden den Geraden SF und S, F ift das Bild der Sentredyten. Alfo
bleibt als Regel: um das Bild des Lotes h, 3u 3eidynen, legt man durd
den Suppuntt eine Gerade a, mit dem
Spurpuntt S und dem Sludhtpuntt F.
3n S erridytet man das Lot SS,;= h,
auf g und verbindet S und S; mit F.
4, Swifdien diefen beiden Geraden liegt
der Sentralrify des Lotes, den man jent
redit 3u g fofort zeidnen fann; wenn
man nod) das Bild des Lotfufpunttes,
~ ' 3. B. mit Bilfe des Bildes einer jweiten
Geraden b, durd) den Lotfufpuntt von hy, fennt.

Die eben gefundenen Ergebniffe mdgen verwendet werden, um eine
fentredyte Wand, wieder in Sig. 83, mit einem Quadratnet; 3u bededen.
Daju braudit man nur im entfpredjenden Endpuntt auf g das Lot 3u
errichten, auf diefem wie oben je 5 mm absutragen und die Teilpuntte
mit H 3u verbinden. Dann hat man die Geraden, 3wijden denen die
Bilder der gleihlangen Lote liegen. NMan erridytet fie in den {don vor-
handenen Endpuntten der Grundteilung. Als Beifpiel ift ein Korper
geseidynet, den man fid) etwa als rofe Stizse eines Ofens denten mag.
Lints ift ein Quadrat mit 1 m Seitenldnge jdraffiert worden, auf dem
der Ofen fid) erheben foll. Redyts fudyt man das entfprediende Quadrat
auf und ervidtet in deffen Edpuntten Lote. Der Ofen fei 2 m hodh;
dann fann manander Wandflade die Hoke fogleid) ablefen. Die iibrigen
Kanten wird ein jeder felbft einjeidynen ténnen, denn ein jelbjtindiges
Nadzeidnen der widytigften Siguren ift 3um vollen Derftdndnis un-
bedingt erforderlid. :

Nan madje fid) einmal deutlid) Har, wie gleiflange Streden um |
tleiner im Bilde {ind, je weiter fie vom Bejdjauer entfernt liegen. Das
gilt fowoR! fiir horizontale als audy fiir vertifale, alfo aud) fiir be-
liebig fdyrdge Streden. Befannt genug ift ja diefe Erideinung: man
dente nur daran, wie ein heranbraufender Eifenbafhn3ug groger und
groBer 3u werden {djeint. Beini Einzeidynen von Gegenjtdnden in eine
Landidaft hat man 3. B. wohl auf die Grdfenverhiltnifje 3u adyten.
Da mdgen {id) in einem ebenen Geldnde 3wei Nlenfden gleider Groge
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in verfdyiedenen Entfernungen auf dem Bilde befinden. Derbindet man
deren Siife und Sdyeitel durd) je eine Gerade miteinander, jo miiffen
fidy diefe beiden Geraden im Rorizont fdyneiden.

Tod eine Erweiterung foll hinjugefiigt werden: die Seiten des Qua-
bratnefes lagen 3u g parallel und fentrecyt; jefst follen fie eine be:

liebige fdyiefe £age haben wie in
Sig. 86. Die Bilder von a, und /
/

b, find bald gefunden. Nan tlappt

ben fugenpunit A, in die Bild- 5.8 4
ebene herunter nady A und ieht o

durd) A Parallelen 3u a, und b, N~

die h in den Sludytpuntten F, und N,

Fy vont a, und b, fdneiden. 3jt s, ot / -
nun P das Bild des Punttes P, o :

fo hat man nur nod) PF, und PF, ju jiehen. Jetst aber fommt es
barauf an, die Quadratteilung in ridytiger Weife 3u iibertragen. Dazu
bedarf es einer Swifdienbemertung iiber den fogenannten Teilungs-
puntt einer Geraden. v
Daiftin$ig. 85 eine Geradel, gezeidynet mit ihrem Bildel, Aufl werde
die Strede a=P,Q, abgetragen. Das Bild von a wird gefudyt. Dazu
madjie man P,R, = a — man trigt alfo die Strede a auf g ab, wo
fie ja aud) im Bilde ihre wafre Sdnge behlt — und 3eidynet das Bild
von QR indem man A, T//QyR, 3ieht und R, mit T verbindet. Jeht
beadite man, dag A PyQyR, gleidyichentlig ift. Solglidy ift ebenfo
A AFT gleidyfdientlig und A)F = FT. Der fo gefunbdene Puntt T
heifgt der Teilungspuntt von 1. f i .
Surii€ 3u Sig. 86. Es gilt jet, die Teilungspuntte der Geraden
PF, und PF, einjutragen, d. §. man madt F, Ty = F, A und R, T,
=F; A, dann find T, und T, die gejudhten Teilungspuntte. Weiter trigt
man pon P aus auf g nad) beiden Seiten die wahre Sdnge der Quadrat-
feite (alfo hier 5 mm beim Nagftab 1: 100) ab. Die Teilpuntte ver-
bindet man mit T, bw. T,; dadurd) wird die Teilung auf a und b
perfpettivifd) iibertragen. Sum Sdluf miiffen nod) die Teilpuntte von
a und b mit den Sludtpuntten F, und F, _verbunden werden, um das
Quadratne 3u erhalten. Um audy die Ubertragung in der Hihe 3u
3eigen, ift eine fieben eter hohe Sdule eingezeidinet. Suerjt errichtet
man in P auf g das Lot, auf dem die Meterteilung in wafrer Gréfe
(mit Beriidfiditigung des Mapjtabes 1:100) abgetragen wird. Diefe

5*
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Teilung itbertrdgt man 3. B. sundd)jt auf die Lote in den einzelnen
Puntten von a und von da aus auf die Sdulentanten. Die Einzels
feiten wird
man beim
Nadzeid)-
" nen  leidt
{elbit finden
© ober aus der
§ig. 86 er-
fenmen fon-
nem.

b) Das
jweite Dex-
fafhren be-
B ) nupt Grund-
und Aufrif des Gegenftandes, ofne dah*Mafe belannt 3u fein
brauden. ‘

JIn Sig. 87 ift eine Gerade a, in der Grundebene geseidinet. A, ijt
ber Augenpuntt und A F // a, liefert den Sludtpuntt F der Geraden.

A
A\

Sig. 87. $ig. 88.

Die Grunbdlinie g mége von a, in S, dem Spurpunit der Geraden,
gefdinitten werden, dann ift a = SF bder Sentralrify der Geraden a,.
H ift nod) der Hauptpuntt und h // g der Horizont. Die Grundebene
benugt man von jest ab als Grundrifebene. Um alles in einer Ebene
seidynen 3u f6nnen, tlappt man, wie die Pieile andeuten, die Grund-
ebente und den Augenpuntt in die vertifale Ebene finein und geidnet
in diefer vertifalen Ebene, Sig.88 3eigt das Bild, das dabei entjtehen
wiirde. Suerft find Seidjenebene, Grundebene und Augenpuntt durd) g,
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h und A gegeben. Die ju 3eidinende Gerade ift ebenfalls eindeutig durd)
den herumgetlappten Grundrif a, beftimmt. Alfo sieht man nur AF//a,,
um den STuchtpuntt 3u erhalten, und verbindet F mit dem Schnittpuntt S
vont a, und g. Man erfennt aber, ~ , H

wie ftorend esift, dafj der Grundrif % - ,7132—
in den Bentralrify hineinfdllt. Mun T :/
braudt man vom Grundrify ja nur s

die Riditung der Geraden und den
Spurpuntt S. Beides behilt man ¢
bei, wenn man den Grundrif ein-
fady ein Dbeliebiges Stiid parallel P
nad)unten verjdyiebt, wiein §ig. 88 ¢
recyts. Reifgt dbann die ver{dobene 5tg.89.
Grundlinie g, o Tommt nur Hinzu, dap man den Sdnittpuntt S’ von
a, und g’ auf g heraufloten muf, um 'S ju erhalten. Sonit bleibt alles
ungednodert. Sur erjten Einiibung fehr niilide Aufgaben {ind die Seidy)-
nungen von Sufbdden mit Parfett- oder Steinfliefen. In Sig. 89 ift
ein foldjer dargeftellt. Wefentlid) eues fommt nidyt Hinzuy, fo daf fidy
ein jeder unter den geseidneten Rilfslinien 3urecb‘tfinben wird.
Weiter ift in Sig. 90 jdematifd) der Sentralrify eines Haufes ge-
seidyret. Um ein einfadjes leidyt 3u iiberfehendes Beifpiel 3u haben,
find alle Einzelheiten fortgelaffen. Diesmal find alle ﬁohen durdy den

S§ig 90.
Aufrif gegeben. Es ift angedeutet, wie diefe Hohen nad) redyts iiber-
tragen werden, um dann genau wie oben weiterseidinen 3u tonnen.
Bemerft fei, dafy nur einige Bilfslinien mit eingezeidynet find. ’
Wollte man jelit das Bild eines wirtlidien Haufes aufzeidnen, fo
bliebe immer nod) die Srage nady dem Nlafiftab 3u beantworten. Als
Ab{dylug fiiv diefe Mummer Joll nun nod) diefer prattifd) widtige Puntt
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$ig. 91.

erledigt werden. 3n Sig. 91 find in einer Stizze die wirtlidien Nafe
eines fleinen fausdiens eingezeidynet. Nian betradytet es 3. B. von einem
Puntte, der 25 m entfernt und 4 m iiber dem Grundrify des Haujes
liegt. Siir das menjdlidje Auge ift die giinjtigite Entfernung jur Be-
tradytung eines fleinen Seidjenblattes 25 cm.") Alfo hat man 3ur Seidy-
nung Ote Entfernung von 25 m auf 25 cm 3u verfleinern, d.§H. man
eidinet tm Mafftab 1:100. 3n Klammern find danad bte Mafe
der Seidinung bexgefugt

Aber nod) eine weitere Sdwierigleit fann entftehen. Riufig wird
das Setdjenblatt u tlein fein, als daf der Augenpuntt und alle ndtigen
Sludytpuntte wirtlid) nod) auf ifhm liegen. Das Bild foll trofdem ent-
fpredjend der oben gefunbenen vertleinerten Grofe gegetcﬁnet werden..
Man hilft fidy, wie in der Sig. 91 angedeutet. Nan waklt einen neuen
Augenpuntt A/, fo daf 3. B. A' H = 1d wird. Ebenfo legt man eine
neue Grundlinie g’ im Abjtande L (g, h) 3n derfélben Weife ift alles
auf die Ralfte 3u verfiirzen. Alfo sundd)it wird ein neuer Grundrif
gezeidinet in Halber (BréBe,,aber aud) um die 5‘&Ifte an A'H heran-
geriidt. €benfo wird g," als neue Hilfsgrundlinie in die Mitte 3wifdjen
g unb g gelegt. So findet man die Spurpuntte S, R, P,, die man
auf g’ herauflotet. Mit Bilfe von S', R', P' fonjtruiert man einen ver:
tleinerten Sentralrif vom (Brunbmfs bes Haufes. Die Sludytpunite R,
Fy' 3u diefem liegen offenbar im halben Abjtand 3u H vergliden mit
den wafren: Sludytpunften F; und F, der Haustanten.

1) Bei gréferen Bildern gtlt die Regel, dafj man bdie Diftanz 1Y/, bis
2 mal fo grof wdhlt, als die grofere Seite des redytwintligen Bildes ift.
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Weiter geht man von den wirtlidien Spurpuntten S,, Ry, P, aus,
die man auf g herauflotet. Durdy S, P, R 3ieht man Parallelen 3u
S'F/, P'R,', P'Fy und R'F,'. Dabdurd erhilt man den wirtlichen Sen-
tralriy om Grundrify des Raufes. F, ift sur Kontrolle mitgezeidynet;
es mu F; H=2F,H fein. (NMan fann aud) benugen, daf 3. B. HS'S
HP'P ufw. gerade Linien find.)

flber aud) die vertitale Haustante in P, erhdlt man in dfnlidyer
Weife. Nan trdgt wie frither in P' die halbe Hihe des Haujes P'x,
bie man dem Aufrify entnimmt, ab, fier 2,5 m, ¥’ wird mit F,' ver-
bunben und durd) x, wo Px — 5m ift, die Parallele 3u F,'x' ges
3ogen (Hx'x ift ebenfalls eine Gerade). Die Bildtonjtruttion wird 3iem-
lid) umftdndlidy, dafiir der Zentralrif um fo naturgetrener. Dod) man
muf felbft 3eidynen und felbft iiben, um einen taren Einblid in alles
Befprodjene 3u befommen.

Erwdhnt fei nod), daf es verjdyiedene Apparate 3um perfpettivijden
Seidinen gibt. Der befte ift wohl der Perfpettograph von haud,
ber aus Grund- und Aufrif den Sentralrify seidynet. Seine Theorie et-
fordert tiefere mathematijdhe Henntniffe.

8. Die entral-Kollineation. Die Ausfilhrungen der Nr. 6 follen
hier nod) eine furze Ergdnsung erhalten. Wenn man — anders als
porher — die Grundebene und den Augenpuntt herumtlappt, wie in
ber ITebenftizze angedeutet, fo erhilt man Sig.92. Darin erfennt man
unmittelbar - die - folgenden
Sibe, die 3wifdien dem Rer-
umgetlappten Grundrifj und
dem Sentralrif eine geomte-
trifdje  Derwandtidaft Her-
ftellen.

Einer geraden Linie
(sor1p) entfpridt eben-
falls eine gerade Linie
(s, ). :

Dem Sdnittpuntt (P;)
jweier@eraden(s,,l,)ent:
{pridit der Sdnittpuntt
(P) der beiden jugeord-
neten Geraden (s,I).

Entipredende Gera-

1
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den (s undsy, lundly) fdneiden fid) auf einer feften geraden
finte (g), weldie die Adfe der Kollineation genannt wird.

Ent{predyende Puntte (P, P)) liegen auf geraden Linien,
die durd) einen feften Punit (A) gefhen, welder das Sentrum
der Kollineation genannt wird.,

Diefe Derwandtidaft heiht eine Sentral-Kollineation.!) Hennt
man eine Reihe von Lefrfdgen iiber die Derwandtidaft, fo fann man
dirvett danady fonfteuierend 3aflveidhe Aufgaben I5jen, ofhne die An-
fauung weiter 3u Bilfe 3u nehmen. Wit nur befonders jdwierige
Aufgaben werden dadurd) [6sbar; aud) bei leidyten erzielt man oft we-
fentlidge Deveinfadyungen. Soll 3.B. der Puntt x, auf s, abgebildet
werden,. fo braudt man nur x, mit A su verbinden. Der Sdnittpuntt
vont Ax, mit s ift der gefudite Puntt x. Natiirlid) handelt es fid) Hhier
nuv um furze Andeutungen. Um Mufen daraus zu 3iehen, ift ein weiteres
Studium der projettiven Geometrie (aud) fynthetijdie Geometrie ge-
nannt) nétig, in. der die erwdhnten Lehriife abgeleitet werden.?)

9. Die Photogrammetrie, Es wurbde fdon oben erwdhnt, daf die
photographijdien Bilder Sentralriffe der Gegenftande find. In der Tat
ift der NMittelpuntt der Linfe das Sentrum der Perfpeftive: bjw. der
Augenpuntt und die photographifdie Platte die Bildebene. Allerdings
liegt 3unddyft die Bildebene nidyt wie friiher 3wijden Augenpuntt und
Begenjtand. Aber natiirlid) fann man die fertige Platte immer genau
fo weit vor dem Auge denfen, wie fie vorfher hinter dem Linfenmittel:
puntt {tand, und in genau fymmetrijder Cage 3um Mittelpuntt. Dann.
aber ift das Bild wie oben der Sentralrify des photographierten Gegeit-
ftandes. Diefe Lage foll im folgenden ftets angenommen werden.

Die Aufgabe der Photogrammetrie befteht davin, aus einer
photographifden Aufnahme oder inehreren (oder aud) aus fonftigen
per{pettivijden Bildern, alfo Gemdlden und dgl) Grund- und Aufrif
eines Gegenftandes ju ermitteln oder eine fotierte Projeftion Herzu-
ftellen. Suerft fei nur-ein Sentralrify gegeben. Soll aus ihm der ur-

1) Die perfpettiviide Affinitdt ift hieroon ein Spesialfall, bei weldem das
Sentrum im Unendlidien liegt, fo dap ent{prediende Puntte auf parallelen
Geraden liegen. Anderjeits liegt bei der Annlidyieit bei perfpettiviidier Lage
die Adyfe im Unendlidjen, und folglid) werden entfpredjende Geraden parallel.

2) Derwiefen fet 3. B. auf das tleine Budy: M. Sadarias, Einfilhrung
in die projeftive Geomerrie (Teubners NMathematiide Bibliothel Bo. 6), Leip-
3tg 1916. Die Anwendungen der Lefhrfige findet man in den Biidjern iiber
die darftellende Beometrie. )
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{priinglide (Begenitanb wiederhergeftellt werden, fo miiffen gemtﬁe
Besiehungen im Bilde betannt fein, alfo etwa die maf)re geometrifdye
Geftalt von Siguren oder die wahren Abjtinde einiger Puntte ufw.
JIn einigen Beifpielen joll die Aufgabe geldjt werden, ohne aber bamit
alle £6{ungsmoglidteiten darftellen 3u wollen.

a) Man bdente etwa an eine photographijde Aufnahme eines Ges
bdudes, die von einem Reifenden aufgenommen wurde und nun in der
Heimat verarbeitet werden foll. Die Aufgabe erfdllt in wei Teile:
juerft miiffen Augenpuntt, Haupts
puntt und Horizont gefundenwerden;
dann erft folgen Grund. und Aufrif.
Diefer 3jweite Teil wird erft zum
Sqlufy befprodien werden. ‘

Leidyt fommt man 3um Siel, wenn
im Bilde irgendein Quadrat darge-
{tellt ift, 3. B. ein Turm mit quadra-
tifem Querjdnitt. 3In Sig. 93 fei
PQRS bdas Bild eines Quadrates.
Da die Begenfeiten eines Quadrates parallele Geraden find, jo {dynei-
den fid) im Bilde PQ mit RS und PS mit QR in 3wei Sludytpuntten
F; und F,, die auf dem Horizont h liegen. Alfo ift h gefunden, wenn
man F; mit F; verbindet. Im wafren Quadrat P,Q,R,S; iit 3. B.
der Wintel bei P, ein Redyter; das ift jetst 3u benupen. Wie friiher
gezeigt, erhdlt man im Raum die Studtpuntte, wenn man durd) den
rdumlidien Augenpuntt A; Parallelen 3u den wafren Geraden 3ieht.
Alfo hat man durd) den nod) unbefannten Puntt A, die Geraden
A F, und A(F, 3u 3tehen. Da diefe aber pavallel 3u Quadratfeiten
find, fo miiffen fie einen redyten Wintel bei A, einfdliefen. Dasfelbe
gilt nad) der Umtlappung vom Wintel F, AF,. Mad) einem befann-
tert Safge der Geometrie Tiegen aber die Sdeitelpuntte aller redyten
Wintel, deren Schentel durd) F, und F, gelhen, auf einem Kreife, deffen
Durdymeffer F,F, ift. Seidynet man diefen Kreis, fo mufy auf ihm A
liegen. Aber an welder Stelle? Yun, nody ift ja nidt benuft, daf
PORS ein Quadrat darftellt. Im Quadrat {tehen die ‘DtagonaIen
aufeinander fentredyt. Solghcf) ift aud) der von PR und SQ einge-
{chloffene Wintel das Bild eines Redyten. Daher muf, genau wie vor-
her, A auf einem Kreife liegen mit dem Durdymeffer G, G,, wenn
diefe Puntte die Studtpuntte von PR und QS find. Die Kteife fdnei-
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ben fid) in 3wei Puntten, die aber fymmetrijdy su h liegen. Je nad)
dem man nad) oben oder unten herumtlappt, wihlt man einen davon
als Augenpuntt A.- Der Hauptpuntt H ift der Lotfufpuntt der Sent-
rediten von A auf h.

fAnmerfung. Die Konftrultion fann einfadjer, wie folgt, durdygefiifrt
werden. Dasift widytig, weil felten alle Sudytpuntte suginglid) fein werden.

§ig. 94.

3n Sig. 94 fei A bereits gefunbden; AF, und AF, find alfo die Ridjtungen
der Quabdratfeiten. Yun halbieren die Diagonalen im Quadrat die Diereds:
wintel. 3ieht man daher A G, wie oben, fo ift < F/AG, =< F,AQG,. Der-
lidngert man A G, bis M, fo werdben MAF, und MA F, 3wet gleide Umfangs-
winfel, und folglid) find nad) befannten geometrifdjen Sigen die Bégen MF,
und MF, einanbder gleidy Danad) findet man in Sig 95 den Punit A jeyt
fo, dag man wie frither iiber F, F, als Durdymeffer den Kreis befdjreibt, die
®erade PRG, 3ieht, dann aber G, mit bem ittelpunit M des Halbireifes
verbindet. Derldngert man MG,, o {dyneidet diefe Gerade den Kreis sum
3weiten NMal im gefudjten Punit A.

b) Jet fei swar fein Qudbdrat abgebildet, wofl aber ein Red)ts
ed. Das wiirde allein nidyt geniigen;. deshalb habe der Photograph
bie Seiten des Redyteds abgefdjritten und das Langenverhiltnis 1:5
feftgeftellt. Alfo fei in Sig. 96 das Derhiltnis der wafren Ldngen
SoPo: PyQ =1:5, wenn eben PQRS das Bild jenes Redyteds ijt.
Dief£6fung der Aufgabe fudyt man -
fo, dafy man fidy ein Quadrat I)er=lL £ ! 2
ftellt, indbem man P, Q,in 5 gleidje
Stiide geteilt dentt. Diefe Teilung
fann jofort an PQ felbft vorge:
nommen werden. Ulan teilt ge-
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nau wie in §ig. 4; nur hat man 3u bedenten, dafy die Parallelen durd)
eine Sdyar von Geraden mit gemeinfamem Sludytpuntt 3u erfegen find.
Nadydem alfo h mit Hilfe von F; und F, gefunden ift, 3ieht man
irgendeine Parallele g; 3u h. Auf dem Bilde diefer Geraden bleiben
gleiche Streden einanbder gIetcE) wo {ie aud) fonit liegen mbgen. Nlan
nimmt besbalb das Bild g’ irgendwo parallel3u h an (am bequemiten,
aber weniger iiberfiditlid) dburd) P hindurdgehend). Nlan wdhlt einen
Anfangspuntt x, verbindet thn mit P und findet dadurd) den Sludt-
puntt J. J verbindet man weiter mit Q und verlingert bis z. Die
Strede xz teilt man in fiinf gleidje Stiide s. ‘3ieht man endlid) nody
Jy, fo ift uoP,=S,Py, alfo SPuv das Bild eines Quadrates, mit
dem man weiter fonftruiert wie oben.

c) Bei photographifhen Aufnafhmen wird in den meiften Sdllen
die £dnge der Strede AH, alfo die Diftan3 befannt fein, da fie gleid)
der fogenannten Brennweite des Apparates ift, wenn die Aufrnahme
wie faft immer aus groferer Entfernung hergeftellt ift. In diefem
Salle brau&)t man nur den Halbireis iiber F, F, 3u fennen, alfo das
Bild eines Redjteds. In diefem RHalbfreis hat man einen Puntt ein-
3uzeidynen, der den gegebenen Abftand AH=d von'h hat. s gibt 3war
3weifoldjer Puntte; manwird aberleicht feftjtellen Tonnen, von weldem
diefer Punite aus das Bild allein aufgenommen fein fann.

d) Mun bleibt nod) die Aufgabe: Grund- und Aufrif3u Tonftruieren.
Aber da geniigen wenige Worte. . Die Konftruttion, die 3. B. jur
§ig. 90 gefiifrt hatte, braudyt man nur riidwdrts durd3ufiihren, um
jum Bentralrify umgefehrt Grund- und Aufrify u finden. Unbd eben-
fo in jedem andern Salle. Die Grundlinie g tann man dabei unddit
beliebig annefmen. Allerdings weif man o nod) nidyts iiber die wakre
(BroBe des Raufes. Kennt man aber nur die wahre Linge 1rgenb=
einer Strede (man photographiert eine Meflatte mit, befttmmt eine
Ldnge durd) Abmeffen oder photographiert wenigitens eine Perfon
mit, deren Grdfe befannt ift), fo tann man daraus den Derfleinerungs-
mafftab beredynen, indem Grund- und Aufrif geseidhnetfind. (Ibrigens.
fannmanIetd)t die Sentraltollineation benugend, eine Ldnge im Grund-
tifj in vorge{driebenem NlaBe seidynen und davaus die Lage von g
ermitteln).

e) Wefentlid) {dwieriger liegen die Verhiltniffe, wenn es fidh um
Slieger- oder Ballonaufnahmen und betg[ hanbdelt.  Einige Andeu-
tungen iiber die Auswertungen jolder mégen geniigen. Dom Apparat




72 II. Projettionslefhre

weify man, welde Brennweite er befilt, und weldje Neigungen er
bei der Aufnahme jur Erdoberflide hatte. Die Winfelmefjungen
find durd) geeignete Dorrifitungen ermdglift. Eine Aufnahme von
einem vollig unbefannten Geldnde lat fid) allein nidit weiter ver-
werten, & muf von mindeftens drei Puntten der Platte befannt
fein, 3u welden Puntten der geographifdien Harte fie gehoren. Dann
aber ift es in der Tat mdglid), Tonftruftiv 3u ermitteln von jedem be-
Tiebigen Puntt des photographifden Bildes, 3u weldem Puntte der
Karte er gehort. Entdedt man alfo 3. B. auf der Platte eine feind-
lidje Batterie, jo tann man durd) Seidnung aud tbre £age auf der
Karte und damit im Raume fmben ‘

Gewdhnlid) jieht man es vor, eine neue pbotograpf)te im Mage
ftabe der vorliegenden Harte hersujtellen. Das madyt man im wefent-
lidyen fo, daf man die Platte 3u der neuen Bildfldde in genau die-
felbe £age bringt, die {ie bei der Aufnalyme ur Erdoberflidie Hatte.
Es gelingt mit Bilfe der oben erwdfhnten befannten intel und der
drei befannten Punttepaare. 3In diefer Stellung wirft man ein Bild
der Platte auf die Wand, photographiert es und fann nun unmittel-
bar die Harte mit dem neuen Bilde vergleifen. Dereinfadyt wird die
Aufgabe, wenn die fdhe des Apparats iiber der Erdoberflidie bei
der Aufnahme betannt ift. Hierfiir geniigt in den meiften Sdllen eine:
barometrijde: Hohenmefiung. Dann fann man bdirett mit Bilfe ge-
etgneter Projettionsapparate ein Bild des @eldndes in vorgejdyriebener
Kartenvertleinerung herftellén.

f) Mathematifd) viel einfadjer it es, ftatt nur eine 3wei photo-
graphifde Aufnafymen, die an nerfd)tebenen Stellen aufgenommen
find, 3u benufen. & muf aud) hier geniigen, den einfadyjten Sall
3u befpredjen.’) 3rgendeine Horizontale Strede, die Standlinie a
wird genau ausgemeffen. An den Endpuniten diefer Strede werden
swei gleidjartige photographijde Apparate aufgejtellt und fo aus-
geridytet, daf ihre Platten in einer Ebene liegen, die nody fentred)t
sum Erdboden.jtehen moge. Don einem. beliebigen Puntte P erhdlt
man auf diefe Weife 3wei Bildpuntte P, und P,. Diesmal fennt man,
nidyt nur die Brennweite der Apparate; es find im Apparat Ularfen
angebradyt, die mitabgebildet werden, deren Derbindungslinien fofort
Rorizont und Hauptpuntt liefern. 3In Sig. 97 ijt {hematifd) angedeutet,

. 1) Eingehendere Behandlung 3.B. bei £iifder, Dhotogrammetrie und
Stereophotogrammetrie (Altu® Bd. 610).
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wie eine folde Platte ausfieht. Die Der-

bindungslinien der Narfen benut man als Y] B
Adyfen und mifst die Lage der Puntte P, und : 4

P, aus, indem man bdie Xoordinaten x,, 'y, P----- T T
und x,, y, ermittelt. Wie {dhon friiher ange- :

deutet, dentt man wieder die Platten vor die i

Linfe jymmetrijd) 3um Linfenmittelpuntt ge: ——
ftellt; dann gibt Sig. 98 die gefamte Der- Sig.91.
fudsanordnung von oben gefehen. (egeben find jelt: Standlinie a,
Brennweite f Koorbmuten von P, und Py. Gefudyt ift die Entfernunge,
aufjerdem x' oder x''. Aus der Stgur lieft man fofort ab:

(1) x'= ﬁ x'=— %,, wenn man beadytet, dafj ja x, nad
lints liegt, aILo iegxc}'tm tlt e(x,— %) /,’:\\
(2) e=y_x’ /o \\
3uerit ift (2), dann (1) 3u bered)nen /e \
Die f)obe y iiber bem Bobden 1ft offenbar / I
/ |
(5) ‘ y_YIf—Y2f / i \\
|

Angenommen. ift, dap die Apparate gleid) hod) 7
ftehen, daf alfo y,=y, ift. Sonft miifjte man nod @
ben Hohenunter|dyied beriidfidtigen. Stg. 98

_ Z g) Befonbders geeignet ift die Ausmefjung der Platten
‘L’ 1% auf ftereoffopijhem Wege mit BHilfe des Stereotom:

| artiger Puntt x, befinden. ELdge er aud genau in der
Jfl o Nlitte, fo wiirde das redte Auge den Punit immer in
xz\ P Rld)tung A, L, erbliden. Der Puntt erfdeint aber im
\10em Raume dort, wo {ic) beide Strafhlen A, L, und A, L,
] ﬂ fdyneiden. Alfo wiirde hier das Bild des Punttes ja erft
4644,  im Unendlidjen liegen. Yun Ikt fid) die redyte NMarte x,
5ig.99. mit einer Sdyraubenvorridtung nadj lints verjdieben. L,'

Voo parators. Einige Bemerfungen miiffen hier eingejdhal
T_\R ‘ tet werden. In Sig. 99 feien P, und P, 3wei Platten,
I\ die in einem Stereoffop mit den AugenA, und A, betrad)-
A l tet werden. Linfs mag genau in der Nlitte ein Puntt x,
I | liegen. Das linte Auge wird diefen Puntt immer in Rid)-
I \ I tung A;L, fehen. Redits moge {id) ein genau .gIei&)s

l




74 II. Projeftionslehre

3.B. {dineidetL,, folglid) wiirde jest das Auge das Bild der Marte in R
fehen. Jeweiterman x, nad) lints verfdyiebt, um fondher {deintRherans
suviiden. Die Entfernung e, die R befit, fann man leidyt beredynen,
wenn man weif, wie weitx, nad) linfs verjfoben wurde. Diefe Ent-
fernung a tann man an der Sdraube ablefen. Der eingeftellte Augen-
abftand fei A; A,=64 mm und der Plattenabitgnd vom Auge 10 cm.
‘Dann ift e:6,4=10:a, alfo e=64 a. g '
€ine foldje Einrichtung befitst der Stereofomparator 3ur Ausmeffung
ber 3wei photographifden Aufnahmen. Man legt die Platten wie bei
einem Stereoffop ein, indem man fie sunddyjt genau ausridytet, fo dafs
die Hauptpuntte einander entfpredien. Dazu bringt man eine Marte
obiger Art mit den Rauptpuntten 3um Sujammenfallen. Weiter mift
man y,, indem man die Narfe lints verfdiebt, bis fie mit P, sujammen-
fallt und dann die Der{dyiebung ablieft. Jehit erft betradytet man den
Puntt P ftereoffopifd) mit beiden Augen. Er {deint im Raume 3u
fdweben. Lints war die Narfe auf P, feft eingeftellt. Red)ts Tonnte
man fie fo lange verfdjieben, bis ifr ftereoffopijdyes Bild mit dem Bilde
bes Punttes P sufammenfdllt. Dann aber weif man, daf P genau
denfelben Abjtand befit, wie die Marte, deren Abjtand ja aber ab-
gelefen werden fann. Tatfddlidh madit man es umgetehrt, indem
man die NMarte feft im Unendlidjen {tehen ldft, aber die rechte Platte
verfdyiebt, bis das Bild des ausjumeflenden Punttes mit der Marke
sufammenfdllt. Aud) fo mift man x, —x, und beredynet die gefuchte
Entfernung e nad) (2).
~ Anmerfung. Die NMeffungen wiirden fiir die meiften Swede nidit genau
genug, wenn man wirtlid) nur mit dem gewdhnlihen Augenabitand die
Platten betradytete. Durd) Einfdaltung von Prismen vergrofert man fiinft=
lid) diefen Abjtand. Es fei nod) erwdhnt, daf der ftereoffopifdie Ent-
fernungsmeffer genau nad)y dem obigen Prinzip gebaut wird. Er ents
hilt in madyiender Enifernung eine Reihe von Narfen angebradyt, an bdie
jur Bequemlidyfeit jogleid) d1e Entfernungen angefdyrieben find. Da man
ote Landidaft felbft betradytet, aljo jeden Punft an beliebiger Stelle des Ent-
fernungsmeffers erfdeinen laffen tann, fo f5nnen die NMarten feft fein. Die

tenteren Entfernungsmeffer find nad) einem gan3 anderen Pringip fon-
{truiert.

Der Dorteil der ftereoftopifdien Ablefung beruht vor allem darauf,
ba man beim forperliden Sehen tatjadylidh genau denfelben réum-
lichen Puntt auf beiden Platten betradytet und ausmifgt. Wenn man
jede Platte einzeln nadymipt, ift es haufig redyt jwierig feftsujtellen,
‘weldje Puntte ufammengehren.

Den neueften Sort{dyritt hat man mit dem Stereoautographen
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ersielt. Durd) ihn werden in geeigneter ﬁbertmgung die Bewegungen |
ber rediten Platte aufgeseidinet, fo daf 3. B. die Schidytenlinien von
einer (Bebirgsaufnahme unmittelbar gejeichynet werden, wenn man
in gleidjer §5he bleibend den Gebirgsrand mit der Markte umféprt.
‘Die photographijdhen Derfafhren befitgen fiir die Dermefjungstunde
bie grdBten Dorsiige, wenn es fid) um gebirgige Gegenden oder fehr
weite Ldnderftreden handelt, fo daf fie weitverbreitete Dermendung
finden. Andere Gebiete, die fid) der Photogrammetrie bedienen, find
3. B. die Wetterfunde sur Mefjung von Woltenhshen, die Balliftit ur
Bejtimmung der £age von Sprengpuntten ufw. Die Bedeutung und
Derbreitung der Photogrammetrie nimmt nod) ftandig 3u.

Il Ab{dnitt.
Slidenmefjung.

®eometrie heift Erdmeffung, wobei im Sinne der Alten sunddit nur
an die Oberflddie der Erde gedadyt ift. Wirtlid) hat der rein prattijde
Swed der Erdmeffung die erfte Deranlafjung jur Ausbildung der Geos
metrie gegeben. .

Die jahrlid) wiederfefhrenden Uberfhwemmungen des Miltales im
alten Agypten vernidyteten hdufig die Grenzzeichen, durd) welde die
Befigungen voneinander ge{diieden wurbden. Um in jedem neuen Jahre
efnes jeden Eigentum wieder abfteden 3u tonnen, mufite man geo=
metrijdje Nethoden der Seldmeffung erfinnen. Die Methobden, deren
fid) heute die Selomeftunit bedient, find andere geworden; aber das
Problem der Sladenmeffung hat feine alte Bedeutung nidyt verloren,
Tur it heute eine gewaltige Siille von Aufgaben, die alle Nethobden
jur Sladenmefiung verlangen, hingugefommen, Aufgaben, die gerade
im prattifhen Leben auftreten. . ’ ‘

1. Uber Lingen: und lidenmafe. Sum Hadymeffen bedarf man
vor allem eines feften NMafjitabes. Suerft verftand man woh! bdie Zeit
3u bejtimmen, fo daf Tage, Nonate und Jahre die dltejten NMafe fein
diirften. Die Ausbilbung der weiteren Maffyiteme tniipft an die 3ahl
60 an. Dabei hat vielleid)t die prattijde Srage nady der Seftlegung
einer beftimmten Ridytung eine Rolle gefpielt. Es {djeint, als fet man
vom gleidyfeitigen Dreied, das fid) ja jederseit aus drei gleid) langen
Stdben bequem herftellen Idht, ausgegangen. Die Wintel diefes Drei-
eds laffen fid) gerade fedysmal um einen Puntt herum sufammenlegen.
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Die fo auftretende Sedysteilung hatte mit der fidjer bereits vorhandenen
Behnerteilung (man denfe nur an das beim Sdhlen bequemfte Hilfs-
mittel: an unfere 3ehn Singer) sufammen 3u einer Bevorjugung oder
Sedy3ig gefiifrt, jo daf die weitere Unterteilung, um 3u fleineren Stiicen
3u’ gelangen, in 60 Teile ausgefiihrt wurde. Die 60 Ninuten einer
Stunde und die 60 Sefunden einer Minute find nody Seugen jener
alten babylonifdjen Dergangenheit, Gewif war 60 'efhr gefdyidt ge-
wdhlt. NMan bedente nur, welde 3aflen alle in 60 teilbar find!

Aud) die dlteften MeBinftrumente diirften sur Seitbeftimmung gedtent
haben. NMan tannte Sonnen-, Waffer- und Sanduhren. Anjdlieend
daran fdtte man die bei (BefaBen beftimmter Sorm verwendete Sand-
menge als Gewidts- und die Kante des GefiBes als Ldngeneinheit
gewdhlt. Diefes erfte grundlegende Ldngenmafh war woh! die Elle der
Babylonier,

Das Ende des 16. Jahrhunderts bradyte einen widytigen IDe&)feI:
es wurden die Deg,xma[g,ablen erfunden. Nlit diefen trat die 10 in ifjre
uralten Redyte wieder ein an die Stelle der 60. Wenn aud) fofort darauf
hingewiefen wurde, daf gleiwie im 3aflenfyftem aud) im Magfnitem
die Teilung in fed)s und drei Unterteile, die iid) allmdplid) eingebiirgert
hatte, burd) die Teilung in Sefhntel erfet;,t werden miiffe, {o follten dodh
nod) jwei Jahrhunderte vergehen, ehe jene immer wiederfholte Sor-
derung verwirtlidit wurbde. Erft die fo vieles Alte vernidytende fran-
36filde Revolution befeitigte am Ende des 18. Jahrhunderts das alte
Magiyitem und fefte. an feine Stelle als Grundmaf das Nleter,
damals beftimmt als der zefnmillionfte Teil eines Erdquadranten.
Nad) abermals fait 100 jabren folgten die meiften iibrigen Ldnbder
Guropas nad), fo Deutfdiland im Jahre 1872. Nur England, die eng-
lifcy fpred)enben Lander und Rufland Raben {id) bis heute ausge-
f@loflen; in jenen ift die Derwendung des Nietermafes wenigjtens
gefeglid) erlaubt.

Dod) die alte Meffung des Neters hatte fid) md)t als genau ridtig
erwiefen. Ja, Meumefjungen, die vermutlid) immer beffer wiirden,
‘miifjten jedesmal 3u einer neuen Seftlegung des leters fiihren. Um
dem 3u entgehen, hat man {id) entfdyloffen, das in Paris aus dem fehr
Toftbaren und haltbaven Netall Platin hergeftellte urfpriinglidye Neter-
mag ein fiir allemal als mafgebend anjuertennen. Nad) diefem it fiir
jedes Cand ein Mormalmafftab angefertigt worden, der aus einer nod)
dauerhafteren Legierung von Platin mit Iridium befteht. So lautet
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denn heute die Antwort auf die Srage: was ift
ein NMeter?.in Deutjdhland einfad) fo:

Ein Nleter ift die Ldnge des von der Normal:
Eidungstommiffion in Berlin aufbewalr:-
ten Yormal-Neterjtabes, . : )

Wie fhon erwdhnt, haben {id) Rejte der alten
Teilungen nod) in unfere Seit hiniibergerettet.
Mathematif)y am fiithIbarften ift bdie Teilung TZ3%3567870
bes Hreifes in 360 Grade und die weitere Un- Sig 100.
terteilung in Minuten und Setunden.!) s wire fehr 3u wiinjden, daf
bald diefe und aud) einige andere Rejte ver{dwinden. Dor allem ift
aber der Ausjdyluf der obengenannten Sander bebauerlid).

Reute alfo gilt fiir uns das Wleter, abgetiirst m, mit feinen 10 dm
(Desimetern), 100 cm (Bentimetern) und 1000 mm (Millimetern). Die
iibrigen Nlafie werden aus ifm abgeleitet, Sundd)it dte Sladenmage.
3u dem Swede 3eidnet man ein Quabdrat, deffen Seiten je ein Meter
lang {ind. Diefe Sldde heit ein Quadratmeter, abgetiirst 1 qm. Teilt
man jede Seite des Quadratmeters in 3ehn gleidhe Abfdnitte und 3ieht,
wie in §ig. 100, Parallelen 3u den Seiten, fo wird das ganze Quadrat,
wovon man fid) durd) Abdhlen unmittelbar iiberseugen fann, in 100
gleidje Teile 3erlegt. Die neuen Heinen Quabdrate haben als Seite ein
Dezimeter und heifen deshalb Quabdratdejimeter (qdm). Alfo fat ein
Quabdratmeter 100 Quadratdezimeter. Eberifo [dft fid) ein Quadrat-
begimeter in 100 Quabdratzentimeter (100 gecm) und ein Quadrat-
jentimeter in 100 Quadratmillimeter (100 gmm) 3erteilen.

®an3 allgemein fann man fagen: 3erlegt man jede Quabdratfeite in
orei Teile und 3ieht Parallelen 3u den Seiten, fo erhdlt man 3 < 3,
alfo 9 neue Quabdrate; 3erlegt man in 7 Qeile, fo erhdlt man 7 <7,
alfo 49 neue Quadrate ufw. '

2. Der Begriff der Sladenmefjung. Den 3nhalt einer beliebigen
Slade ausmeffen, heiht angeben, wie viele Quadrate von der gewapl-
ten Einfeit in die Sldde hineingelegt werden fénnen.

3n $ig. 101 ift irgendeine Slade auf quadratijd geteiltes Papier

B WS st -

1) Die Seidjen fiir Grade °, Minuten ' und Sefunden " {ind nidits anderes
als 0, 1 und I1; fie bedeuten das 0.te, das L.te und das Il.te Sedyzigitel Man
{dyritt eben immer um den fedjzigften Teil fort, die Sahlen einfad) neben-
einanbder {dreibend, genau wie heute bei den Degimalzahlen bdie folgende
Sahl die Sehntel der vorhergehenden bebdeutet.

ANu® 526: Neuendorff, Pratt. Mathematit I 6
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TITT geseihnet. 3ahlt man nad), wie viele Qua-
N brate in der Sldde liegen, und nimmt dabet
die 3um groferen Teile bededten Quadrate
1 gans, die jum fleineren Teile bededten da-
(] gegen gar nidyt mit, fo wird man in guter
Anndherung den 3Inhalt der Sldde erhalten.
Die jdjraffierten Quadrate ergeben jufam-
men 77 qcm, wenn in der nidt vertleiner=
ten Beidnung die Quadratfeite 1 cm lang
‘ war.

Sig 101. Dolljtindig lieh fid) aber die Slache nicht
mit Quadraten bededen; ja, das gelingt genau nur in wenigen Sdllen.
Bei mandjen geometrijjen Siguren Idpt fid)y wenigftens nod) mit Sirs
fel und Cineal die Dermandlung ausfiifren in foldre, die genau mit
Quadraten bedect werden tonnen. In allen diefen Sdllen jagt man:
die Quadratur, 5. §. alfo das Bededen mit Quadraten der Sigur felbit
oder einer genau gleidy grofen, aber wirflid) gezeichneten, ift aus-
fithrbar. Neift muf man fidy mit Anndherungen begniigen. Es fet
aber ausdriiclid) {don hier bemertt, daf die ganze Srage prattijd
ofne Bebdeutung ift. Denn einerfeits ift eine wirtlide Ausmeffung im-
mer nur mit gewiffer Anndherung ausfiifrbar; anderfeits gibt es fiir
jebe irgendwie begrenste Sigur immer Nlittel und Wege, um ifre
Sladye, fo genau es die Pragis verlangt, 3u ermitteln.

3. Die aeradlinia begrenjten Slichen. Wenn die Quadratur aus-
fiilhebar ift, fo pflegt die recdynerijche Ermittlung des Sldacheninhalts
verhéltnismafig redyt einfad) ju fein. 3n $ig. 102 ijt ein Redyted ge-
seidhnet. Hat man auf der einen Seite 9 cm, auf der anderen 12 cm.
gemeffen, fo fann man genau, wie oben beim Quadrat, das Redyted
in 9 >< 12 = 108 Quadratzentimeter serlegen. Alfo ift der Inhalt des
Redjteds 108 gem. MMeift wird freilidy die Neffung der Seiten nidyt
fo einfadje Evgebniffe liefern, wie oben. Auf der
genaueften Seidjnung fann man mit blofem Auge
nod) & mm ablefen. 3it das Redyted der §ig. 103
fo genau geseidynet gewefen, fo wird man ablefen
fonnen 9,76 cm und 12,59 cm. Jehit bededt man
die Sldde mit Quadraten, indem man nad) jedem
& mm Parallelen 3ieht. Wie oben gezeigt wurde,
it dann das Slidhenmaf 15><5 qmm. Da man ficy

§ig. 102.
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976 >< 1259 Quadrate gegeidynet dentt, fo - .
ift der Slddeninhalt

976 =< 1259 >< &£ >< L qmm oder

97,6 >< 125,9 qmm oder aud
9,76 > 12,569 qcm.

Redjnet man nad) dem gewdhnliden
Multiplifationsverfalhren den Slddenin-
halt, genau aus, fo gibt man viel3u genaue
Ergebniffe an. Mad) der NTef;ung weif mdn
dod) nur, dak die Grunbdfeite 3. B. fidjer
groper als 9,75 cm und Heiner als 9,77 cm 976
ift. Entfpredjend ift die andere Seite fider ‘
grofer als 12,58 ¢cm und fleiner als 12,60 _
cm. Danad) [dpt fid) iiber den ganzen Inhalt nur fagen, daf er fider
grofer als 9,75 >=< 12,58 qcm
und fleiner als 9,77 >=< 12,60 qcm
iit. D. 0. es fann ein {Gmaler Streifen, wie in Sig. 103 angedeutet,
fowofl hinzufommen als aud) juviel gemeffen fein. Im’ 2. Ab{dnitt
bes 1. Bandes ijt gejeigt worden, wie fadigemdf 3u redymen ift.

Sujammenfaffend ergibt fid): den Inhalt eines Rechteds beredynet
man, indem man die NaB3ahlen der Seiten miteinander multipliziert.
Die Benennung ift gleid) der Quadrateinheit, die der gewdiflten Ldngens
einheit entfpridyt.

3n allgemeinen algebraifdien Sormeln hat man 3u jdreiben

J=a:-b,
wenn a und b die Magzaflen der Seiten, beide in derfelben Lingen-
einheit gemeffen, bedeuten.

Unmittelbar wie das Redyted laft fid) das Parallelogramm, ein
Diered mit parallelen Gegenfeiten, beredynen.
§ig. 104 3eigt, wie man aus dem Parallelo-
gramm ein Redited madyt, indem man das
Dreied 1 lints abjdneidet und oafiir redts als
Dreied 2 wieder anlegt. Die Grundlinien des
Redyteds und des Parallelogramms find gleid)
lang; dagegen fiihrt bdie jweite Redytedsieite
im Parallelogramm den Mamen Rshe. Danad
erhdlt man den Inhalt des Parallelogramms,
wennt man die Naf3zahlen von Grundlinie und

6*

6021

$ig.103.

— -

Stg. 104.



80 III. Sladhenmefjung

Rohe miteinander multipliziert. Alfo ift J=
g - h, wenn g die NlaB3afhl der Grundlinie
und h die der Hohe bedeuten.
~ Weldje Seite aber foll man denn Grund-
140 linie nennen? Bdlt man das Bud) fentredyt
vor {id, fo ift nad) dem gewdhnliden Sprady
gebraud) in Sig. 105 die Seite g, = 8,6 cm
die Grundfeite, denn fie befindet ficd) eben
. unten. Dreht man dagegen das Budy feitlid)
F $1-105 porym, fo tann man erveichen, daf fidy jest
g, = 15,2 cm . unten befindet, alfo als Grunbdlinie 3u bezeidnen ift.
Wit anderen Worten fann man jede Seite als Grundlinie wdhlen, muf
bann aber, um den Inhalt 3u erhalten, mit der Nap3afhl der 3ugehiri-
gent Hohe multiplizieren, In der Sig. 105 ift deshalb der Inhalt des
Parallelogramms ,

_ J = 8,6 ><14,0 =152 >=< 7,9 =120 qcm.

3n Sormeln ausgedriidt:

J=g h=g"h,

Wieder ift angenommen, daf ein Sentimeter die lafeinheit der
urfpriingliden Sigur war. 3n einem anderen Salle tonnte audy ein
Dezimeter oder ein Weter ujw. gewdhlt fein. Mur, und das it fehr-
widytig, alle Cangen miiffen mit demfelben Einfeitsmape gemeffen wer-
ben. Sonft wiirde man ja bei der Serlegung aud) gar nidht Quadrate
befommen. Nan darf alfo niemals eine Seite gemeffen in De3imetern
und die anbdere gemeffen in Millimetern miteinander multiplizieven.
Wie follte da wohl aud) die Benennung lauten? ’ _

Die Beredynung von Redted, Parallelogramm ufw. fann nody in
ganz anderer Wetfe betradytet werden. Ein Redyted dentt man fo ent-
ftanden, daf die Grundlinie in Sig. 102 von 9 cm parallel mit fidy
um 12 em fentred)t nad) oben gejdoben wird. Die iiberftridhene Sldde
ift dann offenbar gleid) der £dnge der erzeugenden Geraden multipli-
siert mit dem 3uriidgelegten Weg. Denn bei jeder Derfdhiebung um
1 cm entfteht eine Schicht von 9 qem. Ulan mufy aber fenfredit nad
oben verfdieben, damit wirflidy Quadrate entjtehen!

Das Parallelogtamm in Sig. 106 dente man entftanden, indem man
die Grundlinie g pavallel mit fid) {drdg aufwdrts jdhiebt. Damit die
Jnhaltsberedynung nady der vorigen Betraditung moglid ift, muf die
Der{djiebung ftufenweife ausgefiifrt werden, indem man sunidit fent-
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—
3 §ig. 106. 3 $ig.107.

red)t nad) oben und dann feitlid ver{dyiebt. Sur Slade fommt immer
nut etwas hinju bei der Derfdjiebung fentredyt aufwdrts. Deshalb ift
aud) hier der Inhalt gleidh dem Produtt aus der erseugenden Geraden
und dem infentrecyter Richtung juriidgelegten Weg. Ja, diefe Besiehung
gilt iiberhaupt, wenn man eine gerade Linie parallel mit fid) in irgend-
weldjer Ridtung verfdiebt. In Sig. 107 it aud) dafiir nodj ein Bei-
fpiel angebeutet. Matiirlidy braudyt die Mefjung der erseugenden Ge-
raden nidt gange Sentimeter ju ergebent, da ebenfogut 3. B. immer
um 1 Millimeter aufwdrts verfdjoben werden s==———
fann, wenn die Singe in Millimetern gemef- \
fen war. Die Sdyicyten bejtehen dann eben |
aus Quadratmillimetern ufw. \

in Dreied ift immer die Rilfte eines Par- \
allelogramms. Ja, die Grgdnzung 3um Par-
allefogramm iftfogar in dreifadyer Weife mog-
lid), da das Dreied, nad) dem oben Gefagten,
oret Grundlinien und drei Hohen hat. 3n §ig.
108 {ind alle dret Ergdnzungen mitgeseidinet.  giq 106,
Den 3Infalt beredynet man genau wie beim v
Parallelogramm, nur muf nod durd) 2 dividiert werden, um die Ralfte
3u erhalten. 3n Sormeln Reift dies, es ift J — +g-h

Das oben gezeidynete Dreiect befit den 3nfalt
J=370>=88=31qcm.

Sig'mg\'\ ezt ‘ Wie das Parallelogramm fhat aud
S~ bas Trape3 ein Paar paralleler Seiten,
\Jﬁ“ bod) haben bdie beiden anbderen Seiten

~

~~. | eine beliebige Meigung gegen die Par-
o = allelen. 3n $ig. 109 ift ein Trapes ge-
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3éid)net und audy gleid) in 3wei Dreiede serlegt. Der JInfalt it einfad
gleid) der Summe biefer beiden Dreiede.

J=117,6 < 6,9 + 114,069 — 1—76—J2r—15‘—° < 6,9 =109 gcm.

Bier multiplisiert man alfo die halbe
Summe der parallelen Seiten mit ihrem
Abftand, in Sormeln

—ate y

Man beadte wohl, daf die parallelen
Seiten 3u nehmen find; das andeve Sei
tenpaar wiitde eine gan3 anbdere Regel
ergeben. .

Hat man ein gan beliebiges nur ge-
radlinig begrenstes Dieled, wie in Sig.
110, fo 3erlegt man es in Dreiede, beredmet den Infalt eines jeden
Dreiects und addiert die Eingelergebniffe. Diefe Summe ijt dann der
gefudyte 3nfalt des gangen Dieleds. Durd) gefdjidte Serlegung und
Ausmeffung [djt fidy mandye Dereinfadyung erzielen. So fann man hier
3. B. wie folgt redynen:

—175>95+ 57512+ 3172><58 + 172 < 4,7

_ 9,5-|2-7,2 <15 + 5,8—!2-4,7 =< 17,2

= 153 qcm.

Jm gangen erfennt man, daf die Quadratur, wie es oben genannt
wutde, bei allen geradlinig begrenjten Slddyen mdglidy ift. .

®an3 tur3 fet erwdhnt, dap trummlinig begrengte

Slidyen, deren Quadratur mdglidy ijt, verfdltniss
6. mifig nur felten find. Am befannteften unter ihnen

ift wohl die Parabel. Da it jeder von einer Sefyne

2 . begren3te Abjdmitt */; vom umfdliegenden Par
"\ allelogramm oder Redytedt. So Tiefert die Sigur 111
Sig. 111. das Ergebnis:
J=129><6=36 qcm,
oder in Sormeln J=2%a-h.

4. Der Kreis. Jahrhunbderte hindurd) ift es ein Lieblingsproblem der
Mathematifer gewefen, die Quadratur des Kreifes 3u fudjen. Heute
weify man, daf alles NMiihen vergeblid) bleiben mufte, weil eben die
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Quadratur des Kreifes unmaglid ift. Man tann den Kreis nidt, wie
die oben genannten Siguren, mit irfel und Cineal in ein gleid) grofes
Quadrat verwandeln. Sreilid) ift der Beweis diefer UnmdglidyFeit fiix
ben Ulathematifer fdhon {dwierig, fiir den Saieft gar nidyt verfténd-
lid). Deshalb gibt es immer nody Laien, die nidyt an ihn glauben wollen
und munter weiter iiber die Quadratur des Kreifes fid) den Kopf zer-
bredjen. Ab und ju findet aud) immer wieder einer von ifnen eine
— natiirlid) falidle — £3fung des Problems, die er dann filr teures
®eld auf eigene Koften druden [Gft, um sumSduf ausgeladyt 3uwerden.
s find haufig nidyt die {hlechteften Képfe, die i) an diefe Arbeit
heranmadjen. Sdhade um die Beit, die fie darauf verwenden. Wiirde
ihre Arbeitstraft auf verniinftige Sragen gelentt, {o tonnte mand, einer
Tiichtiges leiften.

30t der Radius eines Kreifes 3. B. 10 cm lang, fo befist der Kreis
den Inhalt J=m><10><10 = 314 qcm, -
in Sormeln J==x. 12
Jener griedjijde Budyjtabe = (fpridy pi) bedeutet ndmlid) eine eigen-
artige 3ap, die man auf beliebig viele Desimaljtellen genau .707 find
fthon beredinet worden) angeben fonnte, die aber deren unendlid) viele
befigt. @s ift = 3,1416 ober annihernd = — 22.

Um die gange Srtudtlofigteit der Bemiihungen, die Quadratur des
Kreifes ju finden, nod) befonders hervorsuheben, fei nur erwdhnt, dafy
es ndherungsweife fehr wof!l gelingt, den Hreis in ein Redyted und
dann weiter in ein Quadrat 3u verwandeln. $ig. 112 3eigt eine foldje
£6fung, die wohl ndd) der Sigur felbft unmittelbar verjtandlidy ift.
Wie die Ausredynung zeigt, erhdlt manhierjtatt 3,1416 die 3ahl3,1415.
Danad) ift der Sefhler fo Hein, daf er aud) bei der genaueften Seid)-
nung feine Rolle mefr fpielt.
Wiirde alfo die Quadratur felbit
ausfiihrbar fein (was, wie aus:
driidlidy nodymals betont fei, als
unmdglid) bewiefen ift), fo Tonnte
man dod) nidit mehr erreidyen,
als mit jener Seidynung {djon jetst
“erreidyt ift. Dielleidyt fdyrect diefe
Grfenntnis mandien von wei-
teren Derfudjen ab. Die Praxis

§ig.112.
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hat nidt einmal an foldjen MNdherungstonjtruttionen erheblidhes
JInteveffe.

5. fiber momteren und die Ausmefjung der Ellipfe. Nit Hilfe
der fentredyten Parallelprojettion fann man ein Derfalren ableiten,
das in mandjen Sdllen 3nhalte Teidt 3u beredynen gejtattet. Hierbei
wird eine im Raume befindlidje Sigur auf das Zeidenblatt projiziert,
indem man einfad) die Sigur Puntt fiiv Puntt auf die ebene Seiden-
fladye herunterlotet. Prattijd) wird man natiiclid) nur die Begrenzungs-
linien seidnen. Das tut 3. B. die Sonne auf einer {drdgen Wand, die
gerade fenfred)t 3u ihren Strafhlen {teht. Halt man den Sonnenjtrahlen
ein Blatt Papier in den Weg, fo ift der Sdatten, den das Blatt auf
jene Wand wirft, jeine Projeftion. Danad) fann man fid) fefhr leiht
die Projeftion eines Begenjtandes 3eidnen, gerade jo wie man vor
der Exrfindung der Photographie die Sdattenriffe von Perfonen Her-
ftellte. Menn man insbefondere den Sdyatten von einem ebenen Blatt
Papier betradytet, fo erfennt man, daf der Sladeninfalt der Projet=
_tion, alfo des Sdyattens, meift tleiner und hodyftens, bei paralleler Lage,
gleidy der Grofe des Papierblattes ift. Je mehr das Blatt aus der
parallelen Lage herausgedreht wird, um fo tleiner wird feine Projet-
tion. Bei fenfred)ter Lage 3ur Wand jdrumpit

der Schatten 3u einer geraden Linie sufammen.
-~ F Jet nehme man ein redytediges Stiid Papier
N :/55/ und halte es, wie in §ig. 113, fo, daf die eine
@ Seite des Redyteds ifrer Projeftion parallel
7 bleibt. Die andere 5,5 cm lange Seite wird
Y T verfiirst und |drumpft sur Ldinge 5,0 cm 3u=
50 fammen. Die §lddjeninhalte F des urfpriing-
lidjen Redjteds und J feines Sdyattens find:
$ig. 113. F =6 ><5,5qcm und J =6 ><5,0 qem.
Die geneigten Seiten find im Derfdlinis gg 1? nerfﬁrg;t aber ge-

nau fo aud) die Infalte, denn es ift ja
J 650 50 10

F~ 6>=<55 55 11
Man beadyte aber, dafy jwei Redtecsfeiten parallel geblieben {ind.

Jedenfalls ift die Grofe der Projeftion

10
J= 1 F.
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Wit BenuBung des Wintels «, unter dem das Redjted gegen die

Beidjencbene geneigt ift, lautet die Besiehung, da cos « = ’?,"g ift,
J=F-cosa !

Eine Anwendung diefes Derfafrens fiihrt 3ur Beredinung des Sladen-
inhalts von der Ellipfe. Diesmal projiziert
man wie in $ig.114 einen Kreis, der auf
Millimeterpapier geseidynet wurde. Dabei
hilt man das Nillimeterpapier fo, dafy die
eine Schar der Teilungsgeraden jur Seidjen-
ebene parallel bleibt. Die Projettion eines

Kreifes ift, wie fein Schatten fofort zeigen
wiirbe, eine Ellipfe. Ein Hreisdurdymeffer
‘pon der £dnge 2 a bleibt aud der Ellipfe als 75
grofie Adyje erhalten. Es ift das der Durdy-
meffer, der mit einer Teilungsgeraden jener Parallelenfhar Fufam:
menfallt. Der da3u fenfrecite Durdymeffer, der audy in der Projettion
fentredyt bleibt, wird am ftdrfiten vertiirst und wird fo jur tleinen
Adyfe 2b der Ellipfe. Bet der hier gewdhlten Lage, die fid) ja immer
durd) Drehen des Kreifes erreichen [dft, wird jedes Quadrat im gleidyen
Mape. vertleinert. Danad) aber erfdhrt aud) die ganze Kreisfldde,
bie man beliebig genau mit tleinen Quadraten bededen fonnte (man
tonnte die Quadratmillimeter des Papiers natiirlid) nod) weiter tei-
Ten), diefelbe Dertleinerung. Alfo ijt.hier, gan3 entfpredend dem oben
gefundenen Ergebnis, 2b o

2a '

wo E den Ellipfeninfhalt und K den Kreisinhalt bedeuten. Diefer ijt
aber, wie ebenfalls oben gezeigt, K = = a’ fo daf man jdlieplid) er-

hlt _2b_ 5
E—-Zama =mab.

6. Die Niethoden der Wagung und der Ab3ahlung, Wie foll man
aber eine Sladye ausmeffen, die irgendeine unregelmdpige Begrenzung
befigt? 3n foldem Salle tonnen nur Nethoden angegeben werden,
die ndherungsweife mehr oder minder gute Ergebniffe liefern.

Ein fehr einfades und nict {lecites Derfafhren befteht darin, daf
man bdie 3u mefjende Sladye auf ftarfen Papptarton aufzeidinet, aus-
fdneidet und dann abwdgt. Bei der Wigung mdge 3. B. das Gewidyt
45 g ermittelt werden. Darvauf fdneidet man aus demfelben Papp-
farton 1 qdm feraus und ftellt fein Gewidyt 3. B. 3u 18 g feft. Nlan
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weil jelt, dak die gefudyte Slidye 45: 18 = 2,5 mal fo fwer it als
ein Quadratdezimeter. Da aber beide Slidien aus demfelben Harton
ausgefdnitten wurden, fo muf die gefudyte Slade aud) 2,5 mal fo
grof fein als ein Quadratdesimeter. Aljoift der gefuchte Inhalt 2,5 qdm.

Ein braudybares Ergebnis erhdlt man freilid) nur, wenn bdie Slade
einigermafen grofy ift. Sonit wiirden die beim RAusjdneiden und Ab-
wagen unvermeidliden Sefhler 3u grofen Einfluf gewinnen.

Dierher gehdrt audy die fdyon oben befdyriebene Ausmeffung einer
Sladye, indem man fie auf Millimeterpapier aufseidnet und die in
ber Sladye liegenden Quabdrate, fei es die Quabdratzentimeter oder vie
Quadratmillimeter, ab3dhlt. Die Refultate find ebenfalls durdyaus
braudybar, nur ift das Derfahren im allgemeinen redit milhiam.

7.DieTrapesreael, Sdon obenwar erwihnt worden, daf dieSlddien,
deren Quadratur ausfithrbar ift, in gewijfer Besiehung bevorzugt find:
ihr 3nhalt [aBt fid) rednerifd) einfad) ermitteln. In erfter Linie find
die geradlinig begrensten Sladen hervorzufeben, in jieiter die Para:
bel. Das legt den Gedanten nahe, die Ausmeffung der Sladen 3u ver:
fuchen, indem man fie moglidyft gut durd geradlinig begrenste erfetst
oder durd) foldje, deren Begrensung von Parabelbégen gebildet wird.
Danad) erhdlt man wirtlid) jwei Regeln sur Jnhaltsbeftimmung be-
liebiger Slddjenftiide: die Trapesregel und die Simpfonfde Regel.

Rat bdie Slddje der Sig. 115 als eine Begrenjungslinie eine Hurve,
b. h. irgendeine frumme Einie, o zerlegt man die ganze Sladye in be-
liebig viele iiberall gleid) breite Streifen. 3n jedem Streifen file fidy
erfet man das Kurvenftiiddyen durdy eine geradlinige Derbindung der
Endpuntte, alfo durd) eine Sehne. Dann betradytet man jeden Streifen
als ein gevadlinig begrenstes Trapes. Ein Blidt auf die Seidynung lefyrt,
bdafy der Sehler nidyt fehr grof werden fann: nur wenige Sefynen liefgen
fid). getrennt von der Kurve zeidynen. ’

Um bdie Ausredynung durdzufiifren, mift man die fimtlichen Or-
dinaten, die parallelen Strecen, nady und
ebenfo e iiberall gleidje Breite der Strei-
fen. Die Ergebniffe der Meffung find in
bie Sigur eingetragen. Jehit beredymet
man Streifen fiir Streifen, wie oben beim o
Trapes, d. h. man multiplisiert die halbe % 7 S
Summe bder pavallelen Seiten mit ihrem
Abftand. Dabei braudyt mit dem Abftand,

o119

g =141
&
4118

PPLLY)

2=

$ig.115.
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ba er bei allen Trapesen der gleidje ift, nur einmal multipliziert su
werden. Das gibt:

J= 1'5 (8,2-;—9,9 + 9,9-|-210,8 n
11,24+ 11,6
2

10,8 4+.11,4
S E S

1144112
2

Jede Ordinate fommt 3weimal vor, nur nidyt die erfte und die lefste.
Safst man deshalb die beiden halben Ordinaten jedesmal 3u einer ganzen
sujammen, fo bleibt: :
J=15 (g—ﬁéﬁéJr 99 +108 + 11,4 + -+ + 11,4 +11,.2).

Das ganje Derfafren ift sufammengefaft dies:

Man addiert {dmtlide Ordinaten auffer der erften und der lefiten,
sur Summe fiigt man die Halfte der erften und die Hilfte der leften
Ordinate hingu und multipliziert sum Sluf mit der Breite der Streifen.

3Im Beifpiel fieht die Beredmung dann fo aus:

9
+ 10,8
+ 11,4
+ 11,7 ;I{'g
+ 11,9 _
1118 1116
]
+ 11,6 __ 5580
+ 11,4 167,40
+ 11,2
+3 82=+ 41 Eraebnis: J = 167 qem.
+1116=+ 58
“111,6 :

Beseidnet man die Ordinaten der Reihe nady mit yy, yy, v, uiw.
und die Streifenbreite mit h, fo lautet die allgemeine Sormel:

J=n(h¥e by 4y v st v)-

Man onnte meinen, das Ergebnis wiirde immer genauer werden,
je enger man nur die Streifen wdhlt. Bis 3u einem gewiffen Grade
ift das aud) fiderlidy der Sall. Nlan fann daher diefelbe Redynung
mit doppelter Streifenzahl wiederholen. Soweit dann beide Ergebnifje
{ibereinftimmen, wird man fie als ridytig gelten laffen. Bedenft man
aber, bafy die Ordinaten mit dem gewdhnlichen Nafitab abgemeffen
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werden, und daf aud) die Seidnung felbjt nidgt abfolut genau fein
fann, fo wird man einfehen, daf fdhon diefe Ungenauigteiten Sehler
bebdingen, die natiirlicy nidyt befeitigt werden tonnen, aud) wenn man
nod) fo viele Streifen 3ieht. Aus diefen Griinden begniigt man {id
in der Regel mit 3ehn Streifen 3. B. bei der Beredynung des Dampf-
dbruddiagramms. Nur bei grofen Sladyen geht man iiber diefe Sapl
hinaus. ‘

8. Die Simpjonjdhe Regel. 1Tody giinftiger als foeben werden meift
die Ergebniffe, wenn man fid) einer Regel bebdient, die nad einem eng-
’ lifhen Mathematifer
Simpfon, der fie 3u-
erft angab, benannt
worbden ift. Die ganze
Slidye teilt man ge-
rade {o wie vorher in
Streifen ein, aberman
faft je swei Streifen,
wie in der Sig. 116
durd)  Sdyraffierung
>, » angedeutet ift, ujam-
49 Sig.116. men. Jeder Doppel«
{treifen enthdlt drei Orbdinatenendpuntte, durd) die man fid) je eine
Parabel gelegt dentt, deren Adfe 3u den Ordinaten parallel ift. Den
Kurvenbogen erfeit man durdy den Parabelbogen. Alfo befteht dbann
jeder Doppeljtreifen aus einem Trape3 und einem Parabelabidnitt.
£1ddiert man beider Inhalt nady den fritheren Sormeln, fo findet man
bie Redjenregel: :

J—2%19 (2,0+4><65,2+7,4 + 7,4+4>28,5+9,2 L.

12,14 4><12,04 11,7
+ 3 ).

Statt jeden Brud in der Klammer durd) 6 3u dividieren, dividiert
man ihn in der Regel nur durd) 2 und nimmt bafiic 3 einmal vor
die Klammer in den Menner. Man fieht, dak die erfte und leite Ordinate
nur je-einmal, die jweite, vierte, fedyite ufw. Ordinate aud) nur je ein-
mal, aber mit 4 multipliziert, und die britte, fiinfte, fiebente ufw. Orodis
nate je sweimal vorfommen. Deshalb fann man fo sujammenfaffen,
wenn man nod) den Menner 2 nidt vergift:
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J ==2—3<3—1—9(2~9i2~1—1—7— FTA4+92+115+121 ¢ 2[52+85
+10,7 + 12,0 + 12,0]).

Aljo lautet hier die Regel:

Man abddiert die hdlften der erften und legten Ordinaten, dazu alle
iibrigen ungeradzafligen Ordinaten und dazu das Doppelie der gerad-
3ahligen Ordinaten. Diefe Summe multipliziert man mit der doppelten
Streifenbreite und dividiert 3um Sqluf durd) dvei.

Danad) fieht in dem Beifpiel die Ausredynung fo aus:

+ 1

¥ 20= 1,0
+ 1 11,7=+4 585
+ 14 143,85
+ 9.2 >~ 3,8
+ 11,5 R A
: 43155
+121 115080
+ 2> 52=+4 104 2
+ 2> 85=+4 17,0 546,630 : 3 = 182,21
4+2><10,7=+ 21,4
4+ 2>< 12,0 = 4 24,0 Eraebnis: J = 182 qem.
4+ 2><12,0 = + 24,0
143,85

Wadhit man Hhier diefelben Budiftabenbeseidnungen. wie oben, fo

lautet die allgemeine Sormel der Simpjonjden Regel:
2h

J= -g,—[y—"%z‘ﬂ +yat vt Vet ys+ 20+ ys+ys v +y9)}

Das Derfafjren liefert im allgemeinen beffere Ergebniffe als die
Trapesregel, weil die Parabeln fid) meift der Kurve nod) mehr an-
f{d@miegen als die Sefnen. Eine foldje Parabel ift, damit fie deutlid
fidtbar wird, an fehr ungiinftiger Stelle in der Sig. 116 gezeichnet.
Uber die Anzahl der Streifen gilt genau das bei der Trapesregel Gefagte.
3u beadyten ift nur, dafj hier immer eine gerade Anzafhl von Streifen
gewdhlt werden muf. .

Rat man eine Slddje 3u beredinen, die allfeitig
trummlinig begrenst ift, fo fann man diefelben
Regeln benufen. Man 3ieht 3u dbem Swede irgend-
eine Bilfsadyfe und zwei Grenjordinaten, wie
$ig. 117 3eigt, und berednet 3uerft die von ihnen
- und dem oberen Kurventeil eingefdloffene Slide.
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Davon 3ieht man die durdy diefelben Ordinaten, durd) die Adye
und durd) den unteren Teil der Hurve begrenste Sldde ab. Als Rejt
erhdlt man wirflid) den nur von der Kurve eingefdhloffenen Teil. In
der Sigur find die 3u beredmenden Slddenteile durd) ver{diedene
Sdyraffierung angedeutet.

9. Das Polarplanimeter.
Yad) allen bisherigen Derfahren
tam man auf redynerijdem Wege
3um Biel. Einfadjer und j@neller
arbeitet man, wenn man einen
Apparat benuft, der vein me-
danifd) den Sladeninfalt er-
mittelt. - Siiv diefen Swed am
¢ gebrdudlidhften ift das foge-

nannte Polarplanimeter, das im .
Jafhre 1854 von einem Uledanis
fer AmsTer fonftruiert wourde.
it Hilfe von Sig. 118 foll die
Theorie diefes Injtrumentes er-
tlart werden. Dort betradteman
sunddyit den Sladenteil, der von
einer Xuroe rings umjdyloffen ift,
und den Kreisbogen. Statt des
Kreisbogens fonnte irgendein beliebiges Kurvenjtiid gewdhlt fein;
bei der praftiffen Ausfiihrung des Planimeters lagt fidy jedod) ein
Kreisbogen am einfad)jten verwirtlidhen. Einen Puntt des Kreisbogens
verbinde man mit einem beliebigen Puntt der Kurve durd) einen feften
Stab, den man in diefen Puntten abjdneidet. 3u Anfang mdge etwa
der Stab die Lage des ftdrfer gegeidyneten Strahles haben, der den
Korper R, iiber den fpdter 3u fpredjen ift, trdgt. Jeit bewegt man
diefen Stab fo zundd)ijt nady rechts, dafy feine Endpuntte jtandig auf
ihren Xurven bleiben. Sum vollen Derftandnis ift es nétig, daf man
die Bewegung an der Sigur wirtlid) einmal ausfilhrt. 3ft der untere
Teil durdlaufert, fo fommt nunmehr der obere an die Reihe. Jehit
aber bewegt man den Stab nad) lints hin, bis er sur Anfangslage
surii¢tefrt. Diefer Stab, Sahrftrahl genannt, ift in der Sigur in einer
gansen Reife aufeinanderfolgender Lagen eingeseidnet.
Tunmely fei die Derabredung getroffen: Bewegt fid) der Sahritrafl

. =
§ig.118.
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nad) redyts, fo foll die iiberftridjene Sladye pofitiv, bewegt er fidy da-
gegen nad linfs, jo joll die Sladje negativ geredynet werden.’) Diefer
Derabredung gemdf find die Pieilviditungen in die Sigur eingejeid)-
net. Wan fieht, dafy die von der Kuroe eingefdloffene Slade nur
pofitiv, der andereiiberftridjene Sladenteil dagegen pofitiv und negatio
iiberfafren wird; er fdllt daher gan3 fort.

Es bleibt nody iibrig, die Bewegung des Sahritrafhls genauer 3u
betradjten, wenn er 3. B. aus der ftdrfer geseidneten Lage 1 in die
ebenfalls fhervorgehobene benadbarte Lage 2 iibergeht. Das fann
man fo madyen, wie es in der Mebenfigur gezeidynet ift. Danady er-
fet man die Bewegung durd eine Parallelverfdhiebung und eine Dre-
hung. Nan jdyiebt namlid) den Safritrahl 1 sunddft in der Pfeil-
ridtung ein wenig nad) oben, dann ebenfalls in der Pfeilvichtung
feitlidy in die geftridjelte, parallele Lage hinein. Endlid) dreht man
ihn nod) um einen tleinen Wintel, jo daB er in die Lage 2 gelangt.

Sind die Sahrftrahlen 1 und 2 nahe genug beieinander gewdhlt,
fo witd man fagen tonnen, daf der iiberjtridiene Sldchenteil ebenfo
grof ift wie das Redyted sujammen mit dem durd) die Drefung ge-
bildeten Kreisausjdmitt. Bei wirtlid) benadbarter Lage wird das
oben hingugefommene Slidenjtiidden {id) jo wenig von dem unten
weggefallenen unter|deiden, dafy man fid) um diefen fleinen Unter-
{dyied nidyt 3u tiimmern braudt.

Die Kreisausjdynitte aber miiffen im ganzen aud) wieder wegfallen.
Jhre Brofe ift ja auper durd) dieLdange des Sahritrahls, dietmmer gleid)
bleibt, nur durd) die Wintelgrofen beftimmt. Da aber der Sahritrafhl
sum Sqluf wieder in die Anfangslage juciidtelrt, fo muf er dody
genau fo weit nad) linfs suriidgedreht werden, wieer anfangs nad) redyts
herausgedreht wurde. In Ubereinjtimmung mit der oben feftgelegten
Derabredung ift aber Redytsdrehung pofitiv, Lintsdrehung negativ
ju rednen. Aljo heben fid) die Drehungen tatfadlid) gegenfeitig auf.

&s bleiben nur die Rechtedte iibrig. Ihre Grofe ift gleid) dem Produtt
aus der £dnge des Safritrahls multipliziert mit all den feitlichen Der-
{dhiebungen sufammengenommen. Wiebder ift eine Verfdjiebung nad
redits dabei pofitiv, eine nad) lints negativ 3u redynen.

Bufammengefaft ift aljo das Ergebnis: wenn man nur imftande

1) Redyts und linds ift natiiclid) nur in beug auf diefe Sigur aufus
fajlen. Bat die Sigur irgendeine beliebige Lage, fo mufy man fagen: bei
der Bewegung in einer Riditung pofitiv und in der entgegengefesten negatio.
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$ig.119.

ift, ote feitlichen Derfdyiebungen 3u meffen, dbann fann man audy die
gefuchte Sladengrofe angeben.

Das Teiftet aber die am Safrftrafl befeftigte Rolle R. Auf diefer
ift einfad) eine Teilung angebradyt, auf der man ablieft, welder Weg
von ihr bei der ganjen Bewegung des Safrftrahls juriidgelegt ift.
Wirtlid) wird aud) bei der Derfdyiebung und Drehung nady lints der
Weg negativ geredyuet, denn die Rolle wird ja notwendig im ent-
gegengefeten Sinne gedreht wie vorher, lduft alfo einfady das ent-
fprediende Stitt wieder uriid.

Sig. 119 ift ein Bild des Amsleriden Polarplanimeters felbft.
Lints trdgt der Sahritrahl die Rolle, vedyts eiren Stift, den man auf
der Hurve entlang fiihren mu§. Damit das anbdere Ende des Sahr-
ftrafls einen Kreisbogen befdyreibt, ift es drehbar an einer Stange
befeftigt. Diefe Stange trdgt am Ende eine Spie, die durd) ein Ge-
wid)t befdywert it und deshalb wihrend der gangen Neffung fefte
liegt. Der Rollenumfang ijt in hundert gleihe Abfdnitte geteilt. Sur
Berednung des juriidgelegten Meges miifjte man nody den Durdy-
meffer der Rolle fennen. Bei gewdhnlichen Apparaten, die nur eine be-
{timmte Stangenldngebefien, {ind aberRollendurdymeffer und Stangen:
Idnge fo gewdhlt, daf die auf der Rolle abgelefene 3ahl unmittelbar
den Sladyeninhalt in Quadratientimetern angibt Bei befferen Appa-
raten, wie 3. B. bei dem Dier abgebildeten, 1aft fidh die Stangenldnge
verdndern. Dann hat man NMarfen auf der Stange angegeben, bis
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3u denen einzuftellen ift; gleidseitig
fteht dbaneben die Konftante, mit der
bdie abgelefene Safl 3u multipli-
3ieren ift, um den Slddjeninfalt 3u

_erhalten. Die ganzen Umbdrehungen
der Rolle werden an einem befon-
deven dhlwert abgelefen,

Der fpparat findet vielfadye Der-

wendung. Inder Erdfunde bejtimmt _
man mit ihm Ldndergrofen, in der Sig. 120.
Tedynit die Inhalte von Dampforuddiagrammen und vieles andere
ufw. Leider ift der Apparat redyt teuer. In einfadyiter Ausfiihrung
Toftete er ungefdhr 30 ML, in befjerer dody mindejtens ungefdhr 60 UT.
Seinen Mamen Polarplanimeter erhielt er von jenem Gewidytsteil, um
dert er fid) dreht, und der Pol des Plantmeters genannt wird. Um feine
Qheorie und Handhabung red)t 3u verftehen, muf man ihn vor allem
einmal felbjt in die hand nehmen und mit ihm arbeiten.

10. Das Stangenplanimeter von Pro. Wefentlid) einfader und
billiger — es foftete ungefdfr 12 M. — ift ein Planimeter, das von
B. Pryf in Kopenhagen') erfunden wurde. Sig. 120 3eigt ein Bild
bes Apparates. Er befteht aus einer Stange, die am einen Ende eine
Spiffe, am anderen eine feilformige Erweiterung trdgt. Der Abjtand
von Mitte Heil bis 3ur Spike ift 25 cm lang. Der grofte Durdmeffer
ber auszumeffenden Sigur darf in der Regel nidyt mefr als 175 dex
Planimeterldnge fein; aud) bei geringerer Genauigteit darf er jeden-
falls niemals mefr als die halbe Sdnge betragen. Die Neffung ge-

fehieht in folgender Weife: man jdydst die Cage des Sdhwerpunttes ab
und felst die Spige in ihm ein. Durd) leidhten Drud martiert man die
Anfangslage des Heils. Dann umfdahrt man, wie in der Sigur an-
gedeutet ift, die Slddje, bis man wieder 3um Ausgangspuntt Furiid-

1) 3u bejiehen von der Sirma Cornelius Knudfen, Kopenhagen.
Es {ind nod) eine Reifle dhnlidjer Konjtruttionen von anderen Sirmen in
den Randel gebradit worden; nad) demfelben Pringip 3. B., aber wefent-
lid) verbeffert wird ein Planimeter von der Sirma Ridter in Chemnig
hergeftellt.

3n der Arbeit: Sadys. Ein falibriertes Stangenplanimeter, Seitfdrift
fiir prattijden Mafdinenbau (American Machinist) 1910, S. 1152, findet
fid) ein Qiibjdes Derfahren angegeben, aus einem gewdhnliden Radier-
meffer ein gut braud)bares Planimeter hersufjtellen. )

ANu® 526: Weuendor{f, Praft. Mathematit 11 7
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fommt, und martiert wieder die Stellung des Heils, der beim Umfahren
der Sldadje fidy volljtdndig felbft iiberlajfen blieb. Das Produft aus
dem Abjtand der Narfen multipliziert mit der Ldnge des Planimeters
ift der gefudhte Slacheninfalt.

Die Theorie diefes Stangenplanimeters ift wefentlid) {dywieriger als
die des Polarplanimeters und muf hier weggelafien werden. Die ge-
fundenen Werte {ind iiberdies nur Ydherungswerte, fo dafy die Ergeb-
‘niffe hoGftens auf ein Prozent genau werden. Das Ergebnis wird ver-
beffert, indem man die Seidjenebene um 180° drefht und die Slade
in umgefehrter Ridtung umfafrend das Derfafren wiederholt. Der
Mittelwert aus beiden Ulefjungen liefert ein genaueres Ergebnis. Der
Dor3ug diefes Planimeters befteht in feiner grofen Billigteit, dafiirtann
er aber aud) nur gebraudyt werden, wenn geringe Genauigteit ver-
langt wird.

IV. Abjdnitt,
Horpermejjung.

Die Korpermeffung findet 3war weniger 3afhlreide Derwendung als
die Sladjenmefjung, {teht diefer aber an Widtigteit Taum nad). In
den weitaus meiften Sdllen handelt es fid) darum, im voraus 3u ers
mitteln, weldjes Gewidt ein Korper befifen wird, den man herzuftellen
hat. 3u diefem Swede ift 3unddit in Tabellen fiir jedes Nlaterial das
fogenannte fpesifijge Gewidit angegeben, d.i. das Gewidyt einer Vo-
[umeneinfeit des betreffenden Naterials. So befist 3. B. Kupfer das
fpe3ifijdye Gewidyt 8,9, das foll heifen

1. Kubifmeter Kupfer wiegt 8,9 Tonnen (t);
1 Kubitdezimeter wiegt 8,9 Kilogramm (kg);
1 Kubifzentimeter wiegt 8,9 Gramm (g).

Ermittelt man durd) Redynung, dafy eine fupferne Platte 55 Hubit-
desimeter Infalt haben wird, fo weif man, daf thr Gewidyt 55 mal
fo grofy fein wird als das Gewidt von einem Kubitdesimeter alfo
55 >< 8,9 Kilogramm. 3n Sormeln {dreibt man

G=V-s5,
wo G das Gewidit, V den Kdrperinhalt oder das Dolumen und s das
fpesififdie Gewidht bedeuten.

1. Die KSrpermafe. Die jetst gebrdudylidhen Mamen der Horper-
mafje wurden bereits genannt. Aud) hier benufte man ur{priinglidy
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Mafe, die dem Seragefimaljyitem angepaft 7
warven. Sdeffel, NeBe, Lot find alte Bei- £ 1'
fpiele folder. Jeht ift das Grundmaf ein

Wiirfel, deffen Kantenldnge ein Nleter ift,
dies Mak feift ein Kubitmeter, 1 cbm. Ser-
Tegt man alle Seitenfldden in Quadratdesi-
meter und baut darauf Wiirfel auf mit der
neuen Kantenldnge von einem Desimeter,
bis das Kubitmeter gans erfillt ift, fo erhdlt :
man in jeder Schicyt hundert, und da, wie sig.121.

Sig. 121 3eigt, 3ehn Shidhten iibereinander liegen, im gansen taufend
der neuen Korpermage, die man Kubitdezimeter (cdm) oder Citer ()
nennt. (Gundert Liter heifen aud) ein Bettoliter (h1), fo daf ein Kubit-
meter 3ehn Rettoliter enthidlt.) Dies Maf lat fic) genau entfpredyend
in taufend Kubitzentimeter (ccm), und biefes wieder tn taufend Kubit-
millimeter (cmm) 3erlegen. Ein Stednabdeltnopf hat etwa die ®rofe
von einem Hubifmillimeter.

2. Der Begriff der Krpermeffung. Den Inhalt oder das Dolumen
eines beliebigen Korpers ausmeffen, heifit angeben, wieviele Wiirfel
von der gewdhlten Einkeit in den Korper hineingelegt werden tonnen.

Das wird prattifd) felten genug moglid) fein. Es geniigt, wenn man
nur weif}, wie viele Einheitswiirfel sufammen dasfelbe Dolumen qus-
madjen, wie es der beliebige Korper befit. Dabei mag man die Wiirfel
aus demfelben Mlaterial wie den Horper hergeftellt denten, um durdy
Abwdgen, fo genau es eben bdie Wage geftattet, feftsuftellen, wann
bas gleide Dolumen vorhanbden ift.

3.Quader, Prisma, Umdrehunastsrper., Wirtlid) ausmeffen durdy
Bineinpaden von Wiirfeln fann man den Quabder. Das ift ein auf
einem Redyted aufgebauter Korper, beffen Seiten fdmtlid) wieder Redyt-

ede find. Ein Siegelftein hat 3. B. diefe Geftalt. 3n

$ig. 122 ergab die Mejfung der drei Seiten 4 cm,
3cm und 7 cm. Dakher fann jede horizontale Schicht
mit 3 >< 4 = 12 Wiirfeln bedectt werben, und da fie-
ben Sdyichten vorhanden find, fo enthdlt der ganze Kor-
perd><4><7==84c¢cm. Diellleffung der Seiten wird

& nur felten fo einfady aufgehen. Im allgemeinen muf
atom ¥ Man fo genau wie méglid) etwa bis auf /1o mm nachs
“$ig. 122, meffen und dementfpredjend Heine Wiirfel wékhlen. Gat

73
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manaufbdiefe Weifeineinem anderen BeifpieldieSeitenldngen 4,282 dm,
5,793 dm und 7,945 dm erhalten, fo ift eben der Inhalt
: V = 4,282 >< 5,793 >< 7,945 cdm.

Wieder ift 3u beadyten, daf nidyt etwa alle beredineten Degimalftellen
wirtlid) braudybar {ind. Dielmehr fann man aud) hier nur jagen, daf
der Inhalt ficdger grofer als 4,281 ><5,792><7,944 cdm, aber aud
jidjer tleiner als 4,283 >< 5,794 >< 7,946 cdm fein wird. Im 3weiten
Abjdynitt des eriten Bandes ift gezeigt worden, wie man deshalb prat:
tijcy 3u rvedynen Rat.

Das Ergebpis wire alfo dies: Man beredynet den3Infhalt des Quabders,
indem man die NMafizahlen der drei Kanten, Ldnge, Breite und Hokhe,
ermittelt und miteinander multipliziert. In Sormeln: V=a-b-c.
Alle drei Kanten miiffen mit derfelben Ldngeneinfeit gemeffen fein,
durd) welde die Benennung des Dolumens gleidyzeitig beftimmt ijt.

3u demfelben Ergebnis fann man nod) auf einem anderen Wege
gelangen, der nacyher niilid) fein wird. Man fann ndmlid) den Quader
der $ig. 122 aud) fo entjtanden denfen, dap man die redytedige Grund-
flache um 7 cm fenfredyt nad) oben ver{chiebt. Dann ift aber der Inhalt
fofort gleidhy dem Produtt aus dem Inhalt der Grundfladie mal dem
juriidgelegten Weg. Denn wenn der Weg von 1 cm suriidgelegt ift,
dann ift eine Wiirfeljchicht erzeugt, alfo nady 7 cm Weg audy 7 Wiirfel-
{dyichten. Es ift dabet widytig, daf fenfredyt nad) oben verfdhoben werbden
muf, damit Wiirfel aud) wirtlid) entjtehen.

Auf Grund diefer Uberlegung findet man dieInhalte
aller jogenannten geraden Prismen, d. §. von Kdrpern,
die dadurdy enttehen, daf man irgenbeinte Slddye fent:
recyt 3u fid) felbit verjdjiebt. Jedesmal ijt der Jnhalt 4
gleid) dem Produft aus dem Sladjeninfalt multipli-
siert mit dem juviidgelegten Weg. Diefer juriidgelegte
Weg wird auch fihe des Horpers genannt. In Sor-
meln fdyreibt man: V=G « h, wo G die Grundflade  sig.125.
und h die Hihe bedeuten. .

3n Sig. 123 ift ein ge-
rader Krets3ylinder geseid)-
net, der offenbar 3u den ge- |
nannten Korpern gehort.
Die Grundfldde ift ein
Kreis, Oeffen 3nhalt be- . 777

Sig. 124.
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fanntlid) w2 iit. Deshalb ift dbas Dolumen
des geraden Hreisgylinders: V= mr’h.

Hier tann aud) leidyt der NMantel des Kor-
pers beredynet werden, das iit die Trumme
Seitenfladye, die die Kreislinie bet der Be-
wegung befdyreibt. Sdmeidet man diefen
Nantel fentredyt auf und breitet hn wie in
$ig.124 in der Ebene aus, fo bildet er ein
Redyted, deffen Grundlinie gleid) dem Hreis-
umfang, alfo 27r, und deffen Hiohe 3u-
gleidy die 3ylinderhdhe ift. Mad) der In- Sig. 125.
Raltsformel des Redyteds erhdlt man fo M = 2 wrh.

Wie aber, wenn die Grundflidie 3war aud) nod) parallel, aber fhrdg
aufwdrts verid)oben wird? Dann §ilft man fid), indem man ftufen-
wetfe sunddyft fentredit aufwdrts, dann aber jedesmal wieder feitlidy
in dte ridytige Lage hineinjdyiebt, wie es in Sig. 125 geseigt ift. Sum
Korperinhalt fommt immer nur etwas hinzu, wenn man fentrecht auf-
wdrts bewegt, fo daf aud) jet der Korperinfalt gleid) dem Produtt
aus dem JInhalt der Grundflddie mal der Hohe, 0. h. alfo mal dem
fenfredhten Abftand der Grund- und Dedflddie, wird. Sreilid) wird bei
der {tufenweifen Bewegung der Korper ja nidyt genau erzeugt. Sind aber
die Stufen niedrig genug gewdhlt, indem der Horper 3. B. aus Papier-
bldttern aufgefdichtet wird, dann wird der Sehler fo flein, daf er
nidit mehr in Betradit fommt,

Aud) hier braudit die Grundilade nidht lings gerader Linten ver-
fdjoben 3u werden. Dielmelhr fann die Parallelveridjiebung ganj ent-
fpredjend, wie es $ig. 107 des vorigen Abjdinitts 3eigt, willtiirlid) in
irgendweldjer wedyfelnden Ridtung gefdehen.

(Gan3 dhnlid), wie foeben, Tann man fid) die Nethode flarmaden,
nacf) der man JnI)aIte pon Umbdrehungstorpern berednet. 3n Sig. 126
ift ein Sdmitt durd) einen folden geseidynet, der durd) Umdrehung des

{draffierten Redyteds um die Nlittel-

l adyfe entftanden ijt. Die fentredyte £i-

/// y / nie ab tesilt c2;«15 Rechtecé in 3meib fon-

gruente tiide, ein duferes und ein

// %/% inneres. Es ift tlar, dafj das dufpere
Stild einen wefentlid) groferen Teil -

$ig.126. I des Korpers ereugt als das innere.
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Jett jtelle man {id) vor, dafy das Redyted nur ein Heines Stiiddjen ge-
-dreht wird. Dann entfteht ein feilfdrmiger Korper. Don dem, was aufen
melr liegt, werde durdy einen Sdmitt parallel 3u einer Seitenfldde ein
Stii¢ abgefdynitten und innen gugelegt. Dann entjteht offenbar, falls
nur die Drehung tlein genug war, gerade ein Prisma, deffen Grund-
fladie das Redyted, und deffen Hohe das Wegftiidden ift, weldjes a b
~ 3uriidgelegt hat. Sdhrtman fo fort, o erhdlt man einmal den aus lauter
fleinften Teildjen gebildeten ganzen Umdrehungstorper. Anderfeits aber
fann man aus den verwanbdelten tleinen Stiikdien ein Prisma von ge-
nau gleidyer Groge aufbauen. Diefes hat als Grundildde das Redted
und als ganze fohe den von a b uriidgelegten Weg. Daker ift fein In-
halt ebenfo wie der des Umbdrehungstsrpers gleid) dem Produtt aus
dem 3nhalt des Rechteds multipliziert mit dem Weg des Nittelpunttes
(offenbar braudyt man das Redyted nidyt einmal gang herumzudrefen,
obige Betradytung gilt aud), wenn nur ein Teil der Kreisbahn juriid-
geIegt ift). Waplt man ftatt des Red)tecfs eine beliebige andere Sldadye,
bie einen Nlittelpuntt befit, 3. B. einen Kreis oder eine Ellipfe, fo
dndert fid) nidhts an der Uberlegung.

3ft die ergeugende Sliche von belicbiger Geftalt, jo mag man fie
auf NMillimeterpapier gezeidynet denfen. Dann befdyreibt jedes der be-
dedten Quadrate einen Horper, deffen Infalt, wie oben geseigt, be-
redynet werden fann. Aber die Mittelpuntte der aufjen liegenden Qua-
drate befdyreiben grofere, die der innen liegenden fleinere Wege. Statt
einenTeil der Quadrate mit den groBeren und einen Teil mit dentleineren
Wegen 3u multiplizieren, fann man fie alle sujammen, alfo aud) den
gangen Slddeninfhalt, mit dem mittleren Wege multipliieren. Der
Puntt, der diefen mittleren Weg bejdyreibt, ift der wohl von der Phyfit
her betannte Shywerpuntt der Sladje. Wie er durd) Redynung gefunden
werden fann, muf hier iibergangen werben. Anndhernd fann man
ihn finden, wenn man die Sldde aus Pappe ausidneidet und ver:
fudyt, fie auf einer Madelfpige {duebend ins Gleidgewidt 3u betom-
men. Da, wo in diefem SaIIe die Itabelfptge die Slddye trdgt, liegt
der Sdywerpuntft. Befist eine Slddje einen NMlittelpunit, fo lit diefer
gleidhseitig der Sdywerpuntt.

Die gefdyilderte NMethode 3ur Berednung vom Dolumen der Um-
drefungstorper heiht die Guldinfdye Regel. Sie laft fid) turs fo aus-
{predjen:

Det 3nhalt eines Umdrehungstorpers ijt gIetd) bem Produtt aus
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dem 3InRalt der erseugenden Sladye multipliziert mit dem Weg, den
der Shwerpuntt der Sladye bei der Umdrehung 3uriidgelegt hat.

Durd) gan3 entfpredjende Betradytungen erhdlt man unmittelbar die
jweite Guldinjde Regel fiir die Beredinung der Oberfladie des Um:
orehungstorpers: .

Die Oberfladye eines Umbdrehungstdrpers ijt gleid) dem Produtt aus
der £inge der erseugenden Linie multipliziert mit dem Weg, den der
Sdwerpuntt der Linie bei der Umdrehung 3uviidgelegt hat.?)

- Die Umbdrehungstorper find in der Praxis von grofter Widytigteit,
fo daf die Guldin{den Regeln auferordentlidy oft vermenbdet werden.

4. Die Simpjonjde Regel. Da es mehr darauf anfommt, all-
gemeine Regeln 3ur Xorperberednung fennen ju lernen, wihrend die
RHerleitung jeder einelnen Sormel weit weniger intereffiert, fo fei an
bie Spifse der weiteren Betradytungen eine foldje Regel geftellt, die nicht
mitr 3ur Beredynung der fiinf einfadjen Kérper: Prisma, 3ylinder, Pyra-
mide, Kegel und Kugel, hinveidyt, fondern nody in fehr vielen anderen
Séllen herangezogen werden darf. Es ift die S impflonfde Regel, die
auf die Ebene fdyon im vorigen Abjdnitt angewendet wurde. Im Raume
Deift fie fo: ein Horper mige parallele Grund- und Dedfladye, G und
D, befigen, feine Rohe fei h, und durd) die Nitte diefer Hohe werde
ein 3ur Grund- und Dedjlidie paralleler Snitt, der Nittel{dymitt vom

Sladjeninhalt M gelegt, dann ijt das Dolumen:

V=1 (G+4M+D). '
Jedody gilt diefe einfache Regel nidyt fiir alle Kor- ~
per. Widytige Beifpiele find junddjt die oben ge- k
nannten fiinfeinfachen Korper. Serner gilt fie immer '
dann, wenn Grund- und Dedfladde irgendweldie /
Dielede find, wafhrend die Seiten des Horpers aus ‘
Dreieden oder Diereden gebildet {ind. Ein jolcjer
Korper wird wohl ein Prismatoid genannt; in Sig.127.

§ig. 127 ift ein einfadhes Beifpiel gezeidnet. Diefe wenigen Beifpiele
mdgen geniigen.?)

1) Die Sdwerpunite der erseugenden Slade bjw. Cinie fallen im all-
gemeinen nid)t sufammen. Bei den Slidjen, die einen Nittelpuntt befigen,
ift es immer der Sall.

2) Ob ein Horper nad) der Simpfonfden Regel beredinet werden
bdarf oder nidyt, erfennt man jo: NMan driidt einen beliebigen parallel 3ur
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5. Pyramide, Kegel, Kugel. Jehit foll gejeigt werden, wie diefe

- Simpionide Regel anjuwenden iit. Suerft einmal beim Prisma. Bei
ihm find Grundflddye, Nitteljdmitt und Dedflddie nady der Art, wie
es durd) Der{djiebung der Grundflddje erzeugt wurde, gleid) grof. Be-

V——(G+4G+G)——~6G Gh.
Das ift aber die f&)on oben gefundene Sormel
Dieled mit einem auferhalb der Ebene I1egenbenpunfte,
fo entjteht eine Pyramide. In Stg 128 ift eine foIc[)e
flade parallelen Querfdynitte
find alle untereinander dhn-
518128 tendes Querfdynittes nurnody Sig-129. :
halb fo lang wie die entfpredjenden der Grundflddhe, dann aber ift
im vorigen Ab{dnitt hingewiefen. Sig. 129 mag es nody
einmal erldutern. Das Redyted mit halber Seitenlinge
werden. ITennt man die Grundflddie der pnramlbe wie:
der G, dann ift alfo der Mitteljdynitt —G Die Ded-
$ig.130.  Deswegen Itefert die Simpfonjde Regel:
2
—s(G+4-37G6+0)=2Gn=1an.
fegel mit der Grundflddie =r? und dem 3Infalt
V= l mr?h.

3eidnet man bdiefe gIeth)en Sladyen mit G fo liefert die obige Regel
Derbindet man die punfte des Umfangs von irgendeinem ebenen
gegeidinet. Die 3ur Grund-
lid). 3fre 3nhalte nefhimen 7
A regelmdfig mit dex Hohe ab. / /
3n halber Bohe find die Sei- _
der Jnhalt nur der vierte Teil der Grundilddie. Darauf wurde jdon
tann offenbar viermal in das ganze Redyted bineingelegt
0, flache ift 3u einem Punft 3uiammengeid)rumpft alfo 0.
3it die Grundflddye, wie in Sig. 130, ein Kreis, fo entfteht der Kreiss

Grundflddie gelegten Querfdnitt Q in der Hohe y als Sunttion von y aus.
Dann mufy der (Iluerfd)mttsmbalt die Sorm haben

a-+ by +cy®+ dy®,
wo a, b, ¢, d Konftanten imb und y nur mit pofitiven gangen Egponen=
ten bis 3 vorfommt.
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Endlid) foll nod) die Hugel beredinet werden. Da
find, wie §ig. 131 3eigt, fowoh! die Grund- als aud
die Dedflddye u einem Puntt jufammengefdrumpit,
alfo 0. Der Wlitteljdnitt ift ein Kreis, deffen Radius |
3ugleich der Kugelradius ift, und die Gdhe ijt der Durd)-
meffer der Kugel. Alfo ift der Infalt

V=210 +4nr+ 0)= 2 nr,

Sum Sq)luf fei nod) erwdfnt, dafy die Oberfladhe
der Kugel genau fo gro§ ijt wie der NMantel des um-
befdyriebenen Sylinders, wie er in Sig. 132 gezeidinet
ift; alfo nad) dem jdon oben Gefagten

F=2xnr-2r=4mr}

ba die Hohe des Snlinders 2 r ift. Serner fann aud)
nod) in einfadjer Weife der Nantel des geraden Kreis- $ig. 132.
fegels, alfo eines foldjen, deffen Spitge fentredyt iiber dem Mittelpuntt
bes Grundireifes liegt, beredinet werden. Sdyneidet man diefen Nantel
auf und breitet ihn in einer Ebene aus,
fo erhdlt man den in Sig. 133 geseid)-
neten Kreisausfdnitt. Deflen Infalt

ift aber M=122nrs=nrs.

Denn der Infalt eines Kreisausidnitts
wird wie dereines Dreied's beredynet.) o
Die Grundlinie ift der Kreisbogen, der §ig.133.
hier gleid) dem Umfang des Grundtreifes von dem Hegel ift, und die
Hohe ift der Radius des Kreisbogens, alfo hier die Seitenlinie s des
Hegels. B v

6. Das Dolumen beliebig geformter Korper. Soll das Dolumen
eines Xorpers gan3 beliebiger Gejtalt beftimmt werden, jo fann man
anndhernd 3um Siele fommen, wenn man ihn moglidit genau aus
Kdrpern der oben befprodjenen Art sufammengefetst dentt. Damit tommt
man in oielen Sdllen aus, wo es ficdh nur um iiberjdylaglidye Bered)-
nung handelt. Liegt ein fertiger Korper vor, fo bleibt jene alte NMe-
thode, die {don Ardyimedes verwendete, als er die Krone des Hiero
voti Syratus unterfudjen follte. Nan fiillt ein Gefdh genau bis um

1) Man fann den Kreisaus{dnitt in lauter {male Dreiede von gleider
fQohe 3erlegt denten, die man addiert.

)



102 IV. Horpermeffung

Rande mit Waffer und taudt dann den Horper Hinein. Der Horper
perdringt eine Waffermenge, die genau gleid feinem eigenen Dolumen
ift. Die {ibergefloffene Waffermenge wird deshalb abgemefjen oder ab-
gewogen, dann ift aud) das gefudyte Dolumen befannt. Beftimmt man
namlid) das Gewidt in Kilogramm, dann erhdlt man fofort das
Dolumen in Kubitdezimetern, denn 1 cdm Waffer wiegt ja 1 kg; hat
man in Gramm gewogen, fo ift das Dolumen in Kubitzentimetern be-
Tannt, weil 1 ccm Waffer 1 g wiegt. So befilt man aud fiiv die Hdrper-
beredynung eine Nethode, die auf jeden nod) jo fomplizierten Kdrper
anwendbar ift. Bei der Herftellung des Kirpers muf freilid) ein NMate-
rial verwendet werden, das nidt im Waffer 16slidy ift. Andernfalls
bliebe immer nod) die Nldglichfeit, eine andere geeignete Slilffigteit
ftatt Waffer 3u wdhlen, von der man dann wiffen muf, wievielmal
fdywerer oder leidyter fie als Waffer ijt.
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Geometrijhes Seidinen. Don Seidenlefhrer A. Sdudeisty. Mit Ab-
bildungen. (Au® BOd. 568.) Geh. Ui 1.20, geb. NT. 1.50

Da das geometrifdie Seidinen dte Grundlage alles weiteren Seidjnens bildet, fo ift das Biidylein
fiir Anfidnger im Seidyten mit Sdiene, Dreted und Sirkel beftimmt. s bietet 3uverldijige Beleh-
rung iiber die widtigiten geometrijdjen Konftruttionen, deren Anwendung und odie seidnerijche
Darjtellung flidenhafter Gebilde in verfdyiedenen NMapitdben.
Projettionslehre. Die reditwintlige Parallelprojeftion und ihre Anwenbdung
auf ote Darftellung tednijher Gebilde nebft eirtem Anhang iiber die {dief:
wintlige Parallelprojeftion in furser, leidyt faplider Behanodlung fiir Selbft-
unterridit und Scyulgebraud). Don Seidjenlehrer A. Sdudeisty. Mit 208
fbbildoungen. (ANu® Bb. 564.) Geh. 1. 1.20, geb. NT. 1.50

Leitfaden der Projeftionslefre fiir Gymnafien und Realanftalten. Don
Prof. Dr. €. B. Ntiiller und Prof. Dr. ©. Presler. Ausg. A: Dorzugsweife
fiie Realgnmnafien und Oberrealfdjulen. Nit 223 Sig. ®eb. M. 4.— Ausg. B:
§iir Gymnafien und fedystlajiige Realanftalten. it 122 Sig.  Geb. M. 2.—

e« o Eine ausreidjende Anzahl wohlourddadter Beifpiele fiihrt Cehrer u. Sdyiiler in das Wejen
b. Durdydringung o. Sdyattentonitruttion u. d. Perfpettive ein. Hartenprojettionen u. -entwiirfe geben
0. Leitfad. einen vollendeten Abjd[uf. Liberall find ungelsfte Aufgaben hinzugefiigt. Aud f. b, Seidenl.
bietet 0. 2, Abjdnitt viel Gutes u. Anregendes.” (Dtids. BL{.3eiden- u. Xunftunterridt.)
Kreis u. Kugel in fenfredyter Projeftion. §iir den Unterr. u. 3um Selbjt-
{tudium. Don Prof.Dr. Otto Ridter. Mit 147 §ig. Geh. NT.4.40, geb. NT.4.80

Ginfiihrung in die projettive Geometrie. Don Prof. Dr. M.3adarias.
Mit 18 Sig. (Math.-phyl. Bibl, Bb. 6.) Xart. M. 1.—

ue - - Gute, in den Text eingereihte Siguren unterftiigen im hohen MaBe das Verftdndnis der theo-
retijdien Ausfiihrungen. Wir Fnnen die Srift bejtens empfeflen.” (Wodienidyr. f. d. 6ffentl. Baudienit.)
Sdattenfonjtruttionen fiir den Gebraud) an Baugewerfdulen, Gewerbe-
fdulen und dhnl. Lehranftalten fowie 3. Selbjtunterr. von Baugewerfdjullehrer
3. empel. Niit 51 Certfig. u. 20 Taf. praft. Beifpiele in Ciditorud. Geb. NT.5.—
Der Weg zur Seidhenfunjt. Don Dr. Ernft Weber. Ein Biidlein fiir
theoretifdhe u. pratt. Selbitbiloung. 2. Aufl. Mit 81 Abbildungen u. 1 Sarbtafel.
(ATu® Bd. 430.) Geh. M. 1.20, geb. 1T. 1.50.

®ibt eine fursgefafte Theorie der seidynerijdjen Darftellung u. einte durdy 3ahlr. AbbIld. erlduterte
Anleitung sum Selbjtunterridyt, die, ‘ausgehend von der fladdenhaften Darjtellung, die Forperlidhe
und farbige Darjtellung behandelt und jdlieplicy odie Srage des Hinjtlerijden Dorbildes erdrtert
Leitfaden fiir den neuseitlihen Linearjeifenunterridfht. Bearbeitet
von Seidjenlefhrer A. Shudeisiy.
Bandbud) fiir den Cefhrer. it 118 AbD.imText u.36 Tafeln. Geb. N.4.80
Siir dbitehand des Sdiilers. it 96 Sig. im @ert. Hart. . . . N.1.40
Siir den Selbftunterridit. IMit Siguren und Tafeln. Preis ca. 11.5.50
© sDas aufs. bejte ausgejtattete Budy ijt als ein widitiger Beitrag jur Dereinheitlidung des
methodifdien unbd ftoffliden Seihenaufbaus su beseidynen, . .#

. »(Deutfd)es Blatt f. Seidien- u. Kunftunterr. iib, b, Handbud)f.d. Cehrer.)

Gewerblidies Sadzeidinen der NMaurer, Sdyreiner, Simmerer u. Klempner,
Don Sortbiloungsidullehrer K. P. Ridyter. 38 Blatt in Ntappe N 6.—

Scicheniliiffel. Don @berlehrer Dr. D, hortig. Mit 12 Tafeln als An-
leitung 3ur Dorftellung von Seidnungen der Bod): und Tiefbauer. (Leitfidden
fiir Baugewerf{dulen Bb. 44.) Steif geh. M. 1.20, geb. NT. 1.60.
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Einfiihrung in die Nomographie. Von
Oberlehrer P. Luckey. 1. Teil: Die Funktions-
Jeiter. Mit 24 Fig.i. Text u. 1 Taf. (Math.-phys.
Bibl, Bd. 28.) Kart. . 1.—. II, Teil: Die Zeich-
nung als Rechenmaschine. Kart o# 1.—

Behandelt in anschaulicher Form die ver-
schiedenen Funktionsleitern und Funktions-
skalen, mit deren Hilfe man an Stellen lang-
wieriger rechnerischer Arbeiten die Losungen
mit der hinreichenden Genauigkeit aus graphi-
schen Tafeln ablesen kann, Ein IL Teil soll die
,Zeichnung als Rechenmaschine® behandeln.

Uberdie Nomographiev.M.d’Ocagne.
Von Geh. Reg. Rat Prof. Dr. Friedrich
Schilling. EineEinfiihrung in dieses Gebiet,
Mit 28 Abb. 2. Autl. geh, J 2.20

,,Die Nomographie, welche ihrer klaren Dar-
stellung wegen eine bequeme Einfiihrung in
dieses Gebiet bietet, und insbesondere im
SchluBiparagraphen, theoretisch interessante
Ausblicke gewdhrt, verdient nicht nur die Be-
achtung des reinen Mathematikers wie der
Vertreter der verschiedenen Gebiete ange-
wandter Mathematik, sondern kannauchsicher
fiir den Unterricht, insbesondere den an techn.
Mittel- und Hochschulen, fruktifiziert werden.“
(Zeitschrift fiir den mathematischen
und naturwissenschaftl. Unterricht.)

Funktionentafeln mit Formeln und
Kurven. Von Geh, Bergrat Prof. Dr. E.
Jahnke u. Prof. F.Emde. Mit 53 Figuren.
(Samml, math. phys, Lehrbiicher 5.) Geb. 4. 6.—

,»Mit der Herausgabe des vorliegenden Ban-
des... haben sich die Verf. ein groBes Ver-
dienst erworben. Diese Formelsammlung fiillt
eine weite Liickein der Literatur aus, und zwar
insofern, als das bisher in Biichern und Zeit-
schriften zerstreute umfangreiche Material hier
zum ersten Male systematisch zusammenge-
stellt worden ist. Der Stoff istin iibersichtlicher
Weise verteilt... Das Buch wird ohne Zweifel
den Studierenden der technischen Hochschule
groBe Dienste leisten, und es sei deshalb ihrer
Beachtung bestens empfohlen“. ..

(Mathem.-NaturwissenschftlLBlitter.)

Leitfaden zum graphischen Rechnen.
Von Prof. Dr. Rudolf Mehmke., Mit121 Fig.
i. Text u. einer Additions- u. Subtraktionskurve
als Beilage. (Sammlg. math, phys, Lehrbiicher
19.) Geh. £ 4.80, geb. . 5.40

»Alle diejenigen, die beim Ausiiben ihres
Berufes nicht dabei stehen bleiben k&nnen,
Aufgaben der Algebra und Analysis allgemein
in Buchstaben zu losen, sondern die Losung
bis zum Erlangen von Ergebnissen in Ziffern
fortfithren miissen und sich dabei graphischer
Methoden bedienea wollen, werden von der
Durcharbeitung des Leitfadens reichen Nutzen
haben,“ (Dinglers Polytechn. Journal)

Graphische Methoden. Von Geh. Reg.
Rat Prof. Dr. C. Runge. Mit g4 Fig. i, Text.
(Sammlg. math. phys, Lehrbiicher 18.) Geh.
M. 4.40, geb. S 5.—

»Das Buch wird allen von gréBtem Werte
sein, deénen die Mathematik nicht bloB dazu
dient, Existenzfragen zu erledigen, sondern
denen es auf ziffernmiBige Angabe der Ergeb-
nisse ankommt und auf deren mdglichst rasche
und iibersichtliche Herleitung.“

(Archiv d. Mathematik u. Physik)

Die graphische Darstellung. Von Hof-
rat Prof. Dr, F. Auerbach. Mit 100 Abb.
(ANuG Bd. 437.) Geh. J 1.20, geb. S 1.50
»Das Buch verdient seiner ganzen Anlage
nach wie auch nach seiner Durchfiihrung bis
ins Einzelnste hinein uusere vollste Bewun-
derung. Die Darstellung ist so vortrefflich,
daB der Laie nach der genuBireichen Lektiire
dieses kleinen Bindchens bereits alles Wesent-
liche der Methode versteht und ihm die im tig-
lichen Leben wie auch in den mannigfachsten
‘Wissenszweigen immer mehr Ausdehnung ge-
winnende graphische Darstellung von nun an
sehr willkommen sein wird.«
(Die Lehrmittel der dtsch, Schule.)
Vierstellige Zahlen zum logarithm.
Rechnen u.Zahlenrechnen fiir Schule
u. Leben. Inneuer Anordnung zusammen-
gestellt von Oberl, Dr. Ph, Létzbeyer,
Mit 1 Proportionstafel. Steif geh. J 1.40
In neuartiger, ein HochstmaB von Ubersicht
und Kiirze erreichender Anordnung zusammen-
gestellte Logarithmen- u. Zahlentafeln fiir die
Schule und das praktische Leben mit An-
weisung fiir ihren praktischen Gebrauch wie
zur Verwendung des Rechenschiebers,

Logarithmen- u. Kurventabellen fiir
den Gebrauch an. Tiefbauschulen,
Von Prof, M. Girndt u. Oberl. Liebmann.
Mit 4 Fig. Steif geh, A 1.20

,»Die vorliegenden Tabellen sind zwar fiir
den Gebrauch an Tiefbauschulen bestimmt,
eignen sich aber auch sehr gut fiir den Ge-
brauch an Maschinenbauschulen.”

. (Die Roehren-Industrie.)

Mathematische u., technische Tafeln.
Von Prof, M. Girndt, Oberlehrer A.Lieb-
mann und Oberlehrer Dr. Nitzsche, Mit
9o Abb. Geb. o 2.40 -

,Bestimmt fiir den Unterricht an Fach-
schulen stellt das Biichlein eine gecignete Zu-
sammenstellung dar, welche die auf diesen
Gebieten bestehenden Bediirfnisse beriicksich-
tigt. Der Inhalt ist sorgfiltig durchgearbeitet
und dem neusten Stande des Bauwesens Rech-
nung getragen.“ (Beton u. Eisens)
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Elementargeometr. Konstruktionen. Lehrbuch d. darstellenden Geometrie:

" Ausfiihrung bei ungiinst. Lageverhiltnissen.
V.Dir. Dr.P.Ziihlke. "Mit 55 Fig. Kart. o/ 1.-

Konstruktionen in begrenzter Ebene.
Von Dir. Dr. P, Ziihlke. Mit 65 Fig. (Math,-
phys. Bibl. Bd. 11.) Kart. J 1.—

»Selbst erfahrene Fachminner auf diesem
Gebiete werden gewiB Neues finden, so die
Hinweise auf die iltesten, bei den Aufgaben
in Frage kommenden Fachschriften und einige
Konstruktionen, die iiberhaupt noch nicht ver-
offentlicht worden sind... Druck und Aus-
stattung sind tadellos. Es kann Interessenten
wirmstens empfohlen werden.*

O sterr.Zeitschr.f.Vermessungswes.)

Elemente d. darstellenden Geometrie.
V.Prof. Dr.R.Sturm. M. 6:Fig. u, 7 lithograph.
Taf. 2., umgearb. und erw, Aufl. Geb. . 5.60

»DasBuch macht einen sehr guten Eindruck,
Es nimmt keinen einseitigen Standpunkt ein
und beriicksichtigt neben der Theorie auch
die praktische Durchfiihrung; es zeichnet sich
durch angemessene Kiirze aus u. ist dabei doch
klar u. verstindlich.« :

(Zeitschrift f. Realschulwesen,)

Elemente d. darstellenden Geometrie-
Von Prof. Dr. Marcel GroBmann, Mit
134 Fig im Text. (Teubners technische Leit-
faden.) Steif geh. 4 2,—

»Die Behandlung ist klar und recht ausfiihr-
lich und wird durch vorziigliche Abbildungen
unterstiitzt. Eine groBe Zahl von Aufgaben
erméglichen dem Leser, das Durchgearbeitete
tatsichlich anzuwenden. Das Werk wird nicht
nur dem Studierenden niitzlich sein, sondern
auch dem Lehrer manch wertvolle Anregungen
geben,* (Technische Mittelschule.)

Darstellende Geometrie. Von Prof. Dr.
M. GroBmann. MitiogFig. (Teubners techn.
Leitfiden.) o 2.80

»GroBmann hat sich in erster Linie bemiiht,
die darstellende Geometrie als Methode zu
lehren und bringt zu diesem Zwecke eine
knappe Anzahl typischer Uberlegungen und
Konstruktionen, die er mit der fir das Ver-

" sténdnis erforderlichen Ausfiihrlichkeit behan-
handelt. Das Werk wird dem zukiinftigen
Ingenieur zur Einfilhrung in die Hochschul-
Vorlesungen iiber darstellende Geometrie und
ebenso bei den Priifungen gute Dienste leisten.

(Technische Mittelschule.)

Darstellende Geometrie. Vou Prof. Dr.
J. Hjelmslev. Mit 303 Fig. (Handbuch d.
angew. Math. Bd.IL) Geh. /. 5.40, geb, J6.—

»Dasvorliegende Werk ist von dem Gesichts-
punkte aus entstanden, daB die darstellende
Geometrie dazu berufen sein konnte, die natur-
gemife Einleitung zum Studium der héheren
Geometrie zu bilden,

Teuerungszuschlidge auf simtliche Preise 30%

fiir technische Hochschulen, Von Hofrat Prof.
Dr. E. Miiller. 2 Binde,  Mit vielen Text-
figuren und Taf. I. Band. 2. Auflage, Geh.
ca. S 15—, geb. ca. M 16.—. II.Bd. Geh.

. M 12.40, gebund, M. 14—, Auch in 2 Heften:

1. Heft, geh. L. 4.40, 2. Heft, geh. 8.40
»Jedem, der sich griindlich mit dem Gegen-
stande vertraut machen will, kann das aus-
gezeichnete Werk aufs wirmste empfohlen
werden. (Archivd,. Mathem. u. Physik.)

Vorlesungen iiber darstellende Geo-
metrie, VonProf.Dr. F.v.Dalwigk. sBde.
Mit zahlr. Fig, im Text u. auf Tafeln, I, Bd.:
Die Methoden der Parallelprojektion, Geb. .
. 13— 1L Bd.: Die Perspektive. Geheftet
. 10.—, gebunden o 11.—

»In ebenso klarer, verstindlicher und aus-
fiihrlicher Weise wie im I. Bande die Parallel-
projektion behandelt wurde, wird im vorliegen-
den SchluBbande die Zentralperspektive vor-
getragen und durch saubere und sorgfiltig
ausgefiihrte Zeichnungen erliutert.«

(Archiv d. Mathem. u. Physik.)

Darstellende Geometrie d. Gelindes.
Von Prof. Dr, R. Rothe, (Math.-phys. Bibl.
Bd. 74.) Kart, S 1.—

»Die vielseitigen Anwendungen machen die
Lektiire des Bindchens auch fiir denjenigen
reizvoll, der mit den Methoden der darstellen-
den Geometrie im" allgemeinen vertraut ist.«

(Archiv d. Mathem. u. Physik.)

Lehrbuch der praktischen Geometrie,
bearb, f. d. Unterricht an Baugewerkschulen
u. techn. Mittelschulen sowie f. d. Gebrauch
in der Praxis. Von Dr, M. Doll u. Reg.-Bau-
meister Prof. P. Nestle. 2. Aufl. Mit 145 Fig.
Geh. . 3.20, geb. J 3.80

,»Fiir Fachleute wird das Buch ein wertvoller
Berater und Helfer sein und ihnen auch beim
Selbstunterricht wertvolle Dienste leisten. Das
treffliche Buch sei angelegentlich empfohlen.«

(Dtsche Tépfer- u. Ziegler-Zeitg.)

Lehrbuchderelementaren praktischen
Geometrie (Vermessungskunde). Bd. I (Feld-
messen u. Nivellieren) des Lehrbuchs f, Ver-
messungskunde, besonders fiir Bauingenieure.
Von Prof. Dr. E. Hammer, Mit 500 Figur.

»Der Verfasser will ein Buch liefern, daB
den Anfinger griindlich unterrichtet und
ihm in allen Fillen Rat und Hilfe leistét. Das
ist ihm gelungen. Auf jeder Seite findet der
Anfinger in klarer Darstellung etwas Neues,
was ihm Freude macht, und an lehrreichen
Beispielen fiihlt er seine Kenntnisse. wachsen.

(Deutsche Literatu rzeitung.)
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Feldmessen und Nivellieren. Von
Direktor Prof. G. Volquardts. (Leitfaden
f. Baugewerkschulen Bd. r3.) 3. Aufl, Mit
38 Figuren., Steif geh. J# —.80

Der Verfasser hat sich aut die Besprechung
rein feldmesserischer Arbeiten einfachster Art
beschrinkt, wie sie der Hochschulbautechniker
in der Praxis 6fters auszufiihren hat. Ein be-
sonderer Wert wird darauf gelegt, die MeB-
gerite auf ihre Richtigkeit zu priifen. Der
Priifung und Berichtigung der Mefgerite ist
daher in dem vorliegenden Leitfaden aus-
fiithrlich gedacht.

Das Feldmessen d. Tiefbautechnikers.
Von Dipl.-Ing. Prof. H. Friedrichs. (Leitf.
f. Baugewerkschulen Bd. 14 u. 22)) In zwei
Teilen,  Teil I: Reine Flichenaufnahmen.
2. Aufl, Mit 177 Figuren und 1 farbigen Plan.
Steif geh, o 3.20. Teil IL: Flichen- und
Hohenaufnahmen, Mit 2 Figuren und drei
Tafeln, Steif geh. # 2.80

,Der Stoff ist mit Sorgfalt bearbeitet und
gut eingeteilt, Da auch die Ausstattung gut
und der Preis angemessen gestellt ist, konnen
wir die Schrift gern empfehlen.®
(Ztbl. f. Wasserb. u.Wasserwirtschft)

Lehrbuch d. Vermessungskunde. Von
Geh, Reg.-Rat Prof. Dr. A, Baule. Mit
280 Fig. 2, Aufl. Geb. .# 8.80

Das Buch soll dem Studierenden alles bieten,
was in die niedere Vermessungskunde gehort,
und dem Lehrer die Moglichkeit geben, bei
Zugrandelegung eines Lehrbuches den Stoff zu
bewiltigen und durch Beispiele zu erliatern.

Leitfaden der technisch wichtigen

Kurven. Von Oberlehrer Dr. F. Ebner.
Mit 93 Fig. Geb. M 4.—

,Das Buch ist auBerordentlich klar ge-
schrieben und jedem Techniker warm zu emp-
fehlen, der sich mit den kinematischen Pro-
blemen, ohne deren Kenntnis die Bewegungen
der Maschinen unverstindlich sind, einge-
hender befassen wird.

(Zeitschrift fiirgewerbl. Unterricht.)

Geodisie. Eine Anleitung zur geodit. Mess.
f. Anfinger, Von Prof. Dr.-Ing.H. Hohenner.
Mit 216 Fig., Geb. M. 12.—

,Der Autor nennt seine ,,Geodisie“ eine
Anleitung fiir Anfinger; ich glaube sie darf als
Nachschlagebuch warm empfohlen werden.. .
(Zt.d.Vereinsd.h.bayr.Vermessungsb.,)

Einfiilhrung in die Geod#sie. Von Prof.
Dr.O.Eggert. Mit237 Fig.i.T. Geb. /. 10.—

,Das in prignanter Kiirze eine ungeahnte
Fiille des Wissenswerten zusammenfassende
Buch wird ein vorziigliches Hilfsmittel in der
Hand der Studierenden sein.*

(Archivder Mathematik und Physik))

Grundziige der Geodédsie mit Einschluf
der . Ausgleichungsrechnung. Von Prof. Dr
.M.Nibauer. (Handbuch d. angew. Math-
Bd. III) Geh. M. 9.—, geb. M. 9.60
,Die Darstellung ist klar und iibersichtlich,
die Figuren sind vortrefflich und belehrend,
auch die Rechnungsbeispiele diirften sehr
willkommen sein und sind nett angeordnet.
(Literarisches Zentralblatt)

Allgemeine Kartenkunde., Ein Abrif
ihier Geschichte und ihrer Methoden, Von.
Dr.H.Zondervan, Mit32Fig. Geh./£4.60,
geb. J. 3.20. X

,Das Buch ermbglicht so jedem, sich rasch
cin tieferes Verstindnis fiir die Karte, ihre
Entstehung, ihren Wert und ihre Benutzung
zu verschaffen. Es wird daher fiir den Offi-
zier wie fiir den Lehrer der Geographie sowie
fir jeden, der die Karte oft verwendet, ein
unentbehrliches Hilfsmittel sein.*

(Bayr. Zeitschr. f. Realschulwesen.)

Vermessungs- u. Kartenkunde. (ANuG
7 Bde.) Jeder Band mit Abb. Geh. je Jf 1.20,
geb. je M. 1.50
Geographische Ortsbestimmung. Von Prof.

"Schmauder. (Bd. 606.)

Erdmessung. V.Prof. Dr. Osw, Eggert.(6o7.)
Landmessung. Von Steuerrat Suckow. (608.)
Ausgleichungsrechnung. Von Geh. Reg.-Rat
Prof. E. Hegemann. (Bd. 609.)
Photogrammetrie und Stereophotogrammetrie.
Von Dipl.-Ing. H. Liischer. (Bd.610.)
Kartenkunde. Von Finanzrat Dr.-Ingenieur
A. Egerer. I: Einfilhrung i. d. Kartenver-
stindnis. 1I: Kartenherstellung (Landesauf-
nahme). (Bd. 611/612.)

Karte u. Kroki. Von Dozent Dr. H. Wolff.

Mit 47 Fig. (Math.-phys. Bibl. Band 27.) /. 1.—

Im ersten Teil wird ein Uberblick iiber
alle Arbeiten gegeben, die zur Herstellung
unserer Generalstabskarten ndtig sind. Auch
die Benutzung der Karten, das Kartenlesen
wird eingehend erklirt. Der zweite Teil be-
schéftigt sich mit der Anfertigung von Skizzen
und Krokis.

Das militirische Aufnehmen. Unter
besond. Beriicksichtigung d. Arbeiten d. Kgl.
PreuB. Landesaufnahme nebst einigen Notizen
iiber Photogrammetrie und iiber die topogr.
Arbeiten Deutschland benachbarter Staaten.
Nach den auf der Kgl. Kriegsakademie ge-
haltenen Vortrig. bearbeit von Generalmajor.
Bruno Schitlze, Mit 129 Abb. Geb. . 8.—

,,Das Buch wird nach meiner festen Uber-
zeugung -auch in nichtmilitirischen Kreisen
Verbreitung finden und bei allen, die sich mi
Topographie und Kartographie beschiftigen,
das lebhafteste Interesse erwecken.”

(Zeitschr, f Vermessungswesen.
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Teubners
tleine Sadhworterbiider

' geben tafdy und suverldffig Rustunft auf -jedem Spesialgebiete und laffen
| fid je macdh den Intereffen und den Witteln des einjelnen nadhy und
nadh 3u efner Enzdtlopadie aller Wilfensweige erweitern,

2 T06t Diefen Heinen Sadwdrterbiibern bat dee Berlag Seubnc:‘ M’c‘lm einen ﬁe{)'t oi{tﬂ«%

ke ;

O n. Gie efietien tatidlidy fic.ihre Sondergebi on
wnamm gtoflen Rutlang finden,* (Die Warte.)

- pWer iRt febt in der age, tenere Nadidlagebider 3u taufen? Wie viele aus den Reiben
Bee Boltshodidulbefudes ‘veclangen na idungen, die das Gtudium -der Natues
and Ocifteswiffenfdaften eemogliden, Die Crtlaungen find fodlicy jutrefjend und fo tue
als miglidy gegeben, das Spradylidhe tft grilndlid eviafit, das Wefentlide beridfideigt. Die
Biider find cine glildlihe Grginmung der Bandben ,,Rus Natur pnd Oeifteswelt' des
aleiden Verlags, Selbftverjtandlicy ift dem neucjien Stande dec Wikfenjdaft Rednung
getragen. : (Badagog. Arbeitsgemeinjdhaft.)
v Dicie Bandliden Nadfdlagebiider bieten nad Soem und Snbalt Bonsiiglidhes und wechen
fid, wie ju ten febt, in unfecen Doltsbibereien fhnell einbiirgern,
(Blattee fiix Boltsbibliotheten.)
Bisber erfdienen: ‘
ﬂbi!ofopbifcbeﬂmtmbu@.‘&ﬂuﬂ.‘l)ﬁmbimmDr.p.ibomc@ct.
(Bd. 4.) geb. M. 36.—

Plodologijdes Warterbud) von Privatdoent Dr. Srip Giefe.
(Bd. 7.) geb. M. 32.~ :

Warterbudy 3ue deutidyen Literatur von Studientat Dr. B. Rl

. (Bd. 14.) geb. M. 36.— :
*Mujitalijdes Warterbud) von Privatdoy. Dr. g, . Wofer. (Bd.12.)
*Waecterbud) 3ur Kunjtgefdidte von Dr. 6. Vollmer. - :

Bboditalijdyes Warterbud v.Brof.Dr.G. B ern d6.(Bd.5.)geb. M3 6.~

*Chemijdhes - Worterbud) von Privatdosent Dr. §. Remp. (B.10.)
*Rjteonomifdes Wirterbudy v. Obfervator Dr.H. Naumann. (Bd.11 D)

Geologijdy-mineralogijhes Warterbud) von Dr. €. W. Shmide,
(Bd. 6.) geb. M. 36.— '

GeographifdesWdrterbudy 0.Brof.Dr.O. K ende. LRMgem. Erdbunde,
(B0.6.) geb. M. 36.~. *I1. Whatterbudh d. Lainder= 1. Wit haftstunde, (13.)

Soologijdyes Warterbudy von Dir. Dr. Th. Knottneruss Weper.
(2.) geb. M. 32.~ .

Botanifhes Warterbudy von Dr. O. Gerte, (BD. 1.) geb. M. 2.~

wﬁbet%i'fmcb der Warentunde von Prof. Dr. W. Bietjd. (B. 3.)
aeb. WM. 36.— .

Handelswdrterbud von Dandelsjbuldir. Dr. V. Sittel u. Jujtizeas
Dr. M. ©teauf. Qugleidh fiinfforadiges Whrterbudy, sufammengeitellt
oon V. Rrmbaus, verpfl. Dolmetjdyer. (Bd. 9.) geb. W, 36—

* in Borbereitung byw. unter der Preffe (1922)
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 Raturwiffenjdaftlidhe Bibliothet

| Gerie A, Siit teifere Sbiiler,

Gtudierende und Naturfreunde

ﬂ!!e DAﬁnhe \[inb teld 'ﬂlnfm"t und gefdmadooll gebunden .

Srofie Bhyjiter. 'Bon 30!). Rcfet[lcin.
Wit 12 Bildniffen . pit
Phyjitalijdyes Crperimentierbud. Bon’
ebenftorfi. In 2 'Teilen. I. Zeil,
2, ﬂuﬂ Wit 99 Rbbildbungen” M. 34.50,
1L eil, Mit 87 RAbbildungen . W, 27,—

Chemifdhes Cxperimentietbud. Von K.
Sdeid. In 2 Teilen, I, Teil. 4. Aufl,
Wit 77 Rbbildungen, MS27.~, I, Zeil.
2, Aufl,. it 5) Robildungen . M, 30.~

RAn der Wertbant, Von €. Sfdeidlen,
Wit noﬂlbbﬂbunsen 1,44 Zafeln, M.40.—

[:] Leift der Tednit.
Bon K, Qd)ubtr. Wit 56 Rbb, N, 20—

Bom Cinbaum jum Blmenidjiii. Streifs
3iige auf dem Gcbiete der Schiffabrt und des

Geewefens, BVon K. Radunz, Wit 90 Abs
bnlbunscn. PP . M8 —

o e s e e o 27

PRI

\ Die Lujtihiffahet. BVon R, 'Zumf ibr.

Wit 90 Nobbildungen . . . . . W, 15—

. Rusdem uftmeer, Bon M. Saffenfeld.

Wit 40 Rbbildungen . . : . . M 15—

) ${mmclsb¢oba¢bmng mitblofiem Ruge.

Bon § Ruid. 2. Rufl, Wit 30 §iguren
und ) Gterntazte . . . . . . . W90~

Rt der See. Oeogrizgeologiidhe Betradtuns
gen. Bon B, D ab ms, Wit 63 Nbb, M. 3.~
Riiftenwanderungen, Biologijde Nuss

fliige. 'Bon B. §rany. Wit 92 §ig. WM. 13,50

Geologljdhes Wanderbud, BVon J! &,
. Bolt, 2Zeile. 12, Aufl. Wit 203 Nbb, u,
3 Orientictungstafel. M,59.-. 11, 2, !Hnﬂ.
Wit 3able, ABO, (U, D, Pr. 22.) .

Grofle Geographen. Bildet aus der Ges
{didte der Trdtunde, Bon §. Lampe, Wit
© Portrits, 9 ROD, u, Kartenjtizze, M, 27—

Geographijdres Wanderbud), Von R, -
Berg, 2. Aufl, Mit 22 AL, M, 39,~

RAnleitung 3u % otogray ii«bcu Naturs
aufnahmen. 6,885 6hulz NMit
L)) pbmampbifd)en ﬁluinabmm. M, 93.~

Begetationsjdilderungen.Von P, O edbs
net. Wit 40 Rbbildungen . . W, 11,25
Unfere Sriihlingspflanen. Von §e
Sid. Wit 76 Abbildungen. . W, 18— -
Srofje Biologen. Bilder aus der Oefdyidyte
der Biologie, Von W, Wad, Mit 2 Bilds
niffen . .. M, 20~

Biologifhes Cpperimentiebud. Rns
leitung  jum ° felbftdndigen Studium det
2ebmm5d)einungm fiit jugendlide Natues
freunde, Von €, & cbaﬂet. 'ma 100 Rbs
bildungen . . . . . . M, 90~

Injettenbiologfe, ’JJon Ebt. Sdroden.
M. D, Preffe 19022.)

Griebte Naturgefdidite. Bon €. CHmitt,
2, Rufl, Mit 35 Rbb, {, Text, Kact, W, 39~

¢ e e e 0 s e e

@etie’ B.  §iir jiingere Schiiler und Naturfreunde.

maliid’e Plauderecien f. die Sugeab.
n L. Wunder, Wit 35 Rbbdildungen.

ﬁ'atf. e e e M. 10.~

e e s e

‘ Themifdhe Plaudereien fiir die Jugend.

Bon £, Wunder. Wit 5 RAbbildungen,

Katts o o o ve oo e o W0~

MWein Dandwertojeug. Von O. Suo. .
- Mit 12 Rbbildungen: . « . Kart, W, 8,—
Bom Tierleben in den Tcopen. TVon
K. Guenther, Wit7 AbL. Kart, WM, 8.—

v‘Betimbe mit lebenden Pflangen, Von
'm. Oettli, Wit 7 Nob,  Kart, MW, 8.~
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Teubners Ninftlerfteinseidnungen
Wobfeile fatbige Originalwerte erfter deutjher Kanftler fiirs deufdhe Haus.
Die Sammlung enthdlt jest dber 200 Bilder in den Grdflen 100><70 em (M.60,), 755<SS cm
(W, 50.~), 103><43 cm (M. 30.-), 605<50 cm (M. 40.~), §5><42 cm (M. 35.-),
41><30 cm (M, 25.-). Sefdmadvolle Nadmung aus efgenee Wertftdtte,

_ Reu: KUIcine Kuniftbldatter
18><e4 ¢m je W, 8.~. Licbermann, Im Part, Prensel, Am Webr, Heder, Linter der
aften SKaftanie und Weihnadytsabend, Treuter, Bei Mondenfdyein, Peber, Npfelblite,

Shattenbilder

R. W. Dicfenbady ,,Per aspera ad astra®, Abum, die 34 Seilb. des c 1t
Wandiriefes fortlanfend wicderg, (203/4><05 cm) T 80.~. Seilbilder als Wandiricle
(92><80cm) je M. 30.~, (353<18 cm) je T, 30=, auch gecadme in vetjch. Rusfithe, erh3ltlic.
«Ottlidhe Jugend. 2 Mappen, mit Je 20 Blatt (251/,><34 cm) fe M. 80.-.
Cimpelbildes je M, 5.~, audh gerahmt in overib. Rusiiibr. ehltlid, -

Rindermufit. 12 Blatier (25'],><99 cm) in Wappe W 50.~, Einyelblatt WM, 5.~,

Gerda Luife SHMIdE (205<15 cm)fe M. 4.50, Rud gerabmi fn verfdiedener Russ

fiibrung echdltlicd, Blumenoratel. Reffenipicl. Der Befud. Dee Sicbesbrief. Ein Srihlings-

ftrau.  Die Steunde, Der Brief an .Ibn”. Anndberungsvetfud. Rm Spinett, Beim
Wein, Cin Marben, Der Geburtstag.

Teubners Kiinftlerpofttarten
(Rusf. Beryeidnis v, Berlag in Lefpyig.) Jede Karte 60 Bf. Reibe von 12 Kavten tn Umijdlag
M, 6.-, fede Natte unter Blas mit {dwaryer Einfaffung und Shnue edig oder oval M, 3,80,
Die mit * beseichneten Reiben aud in feinen ovalen Holirihmden (W, 9.~ bw, M, 10.50, edig
M. 8.30), odet in Kettentahmen edig oder oval (M.5.30). Teubners Kiinftlerjteinyeid=
nungen in 12 Reijen. Teubners KRiinftierpojitarten nadh) Semilden neuerver
Weljter. 3. Wacco, MWalenseit. 2, Kojelis, Sonnendlid., 9. Buttetfad, Sommer im Moot.
4, Sattmann, Sommeweide, 5. Kibn jr, Im weifien Jimmer. In Umfdlag M. 3.~
*Oiejenbadys Shattenbiider in 7 Refhen, (Kindermufie, je M. —.60, Reibe M. 6.-).
Rus dem Nindevleben, 6 Katten nad) Blelftijzeicin, von Hela Peters. 1. Det gute
Bruder, 2. Det b5fe Brudet, 3, Wo diiidt der Shub? 4, Shmeideltdsden, S. Biippden,
aufgepafit) 6. Grofie Wafde, In Umidlag M. 4.50. *SHattenviffarten von Gerda Cuife
Shmidt: 1. Reihe: Spiel und Tanz, Seft im Gacten, Blumenoratel, Die theine Sdhafetin,
Belaufdter Didhter, Rattenfanger von Hameln, 2. Reibe: Die Sreunde, Det Bejud),Im Griireen,
Relfenipiel, Ein Sciiblingsitian, Der Ltebesbrick. 3, Reihe: Der Brief an .Ibn", Rnndberungss
verfudy, Rm Spinett, Beim Wein, Gin Marden, Det Gebuststag, Jede Reibein UmidlagW.9.~.

Rudolf Shdfers Bilder nady der Heiligen Shrift

Der barmbenige Samariter (W, 50.-), Jefus der Kindetfrennd (M. 40.~), Das Rdendmabl
(M. 50.~), Hodyeit yu Kana (W, 40.-), Weihnadyten (M, 50,~), Die Bergpredigt (M.40-)
. (75><85 b3w. 60><50 cm).

sacao ante e in DibIif e Bilder ¢ * Givsor
(Rud als ,Kicblide Bedentbldtter” und als ,Sliidrounids u, Cinladungstacten” «Mllli_d).)
KRarl Bauers Sedevzeidhnungen

Stibrer und Delden im Welterieg, Eimelne Bldtter (26<36 cm) M, 9.~ [

- 2 Mappen, enthaltend fe 12 Bldtter, fe . . . . . . M, 32,
Chavattertopfe jur deuifden Geicbi'cbfe. Mappe, 32 B, (26><36 cm) M, 45.~,
12 BL M. 18.~, Einzelbldtter . . . . . . P A B
Rus Deutidlands grofler Jeit 1813, Iu Mappe, 16 Bl, (26><36 cm) M, 18.-,
Cingelbldtter . . . ... . . .. .. BN .. M3~
Volljtdndiger Katalog iib. tinftl, Wandidmud mit farb. Wiedergabe von {iber 200 Blditern
gegen Einfend. von WM.8.50 oder gegen Nadyn. (W, 10.-) v, Vexlag in Lciprig, Voftitr.9, exhaltlicy
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